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Ο Ρ Ι  Μ Ο Ι 

 
1. Σι λϋμε ςυνϊρτηςη f με πεδύο οριςμού το Α          ( 2018 Ε−𝟐𝟎𝟏𝟗 )                                                                                    

Έςτω Α υποςύνολο των πραγματικών αριθμών. Πραγματικό ςυνϊρτηςη με πεδύο οριςμού το Α λϋγεται  
μια διαδικαςύα f , με την οπούα κϊθε ςτοιχεύο x του Α αντιςτοιχύζεται ςε ϋνα και μοναδικό πραγματικό 
αριθμό y ενόσ ςυνόλου Β που ονομϊζεται ςύνολο τιμών. 

 

2. Πότε δύο ςυναρτόςεισ  f , g  λϋγονται ύςεσ             (2007−2012 Ε−2016) 

Δύο ςυναρτόςεισ f , g  λϋγονται ύςεσ όταν :                                                                                                                                          
ϋχουν το ύδιο πεδύο οριςμού Α και ιςχύει  f(x) = g(x)   για κϊθε  x ∈ Α 

 

3. Σι λϋμε ςύνθεςη τησ ςυνϊρτηςησ  f  με την ςυνϊρτηςη  g 

Αν f , g δύο ςυναρτόςεισ με πεδύο οριςμού τα Α , Β  αντύςτοιχα τότε ονομϊζουμε ςύνθεςη τησ f με την g 
και την ςυμβολύζουμε με  gof την ςυνϊρτηςη με τύπο (gof)(x) = g(f(x))                                                                                                           
και πεδύο οριςμού Αgof = {x ∈ A / f(x) ∈ B}  

 

4. Πότε μια ςυνϊρτηςη  f  λϋγεται γνηςύωσ αύξουςα ςε ϋνα διϊςτημα Δ 

Η ςυνϊρτηςη f λϋγεται γνηςύωσ αύξουςα ςε ϋνα διϊςτημα Δ του πεδύου οριςμού τησ ,                                                                         
όταν για κϊθε  x1 ,  x2 ∈ Δ   με  x1 < x2  ιςχύει :   f(x1 < 𝑓(x2  

 

5. Πότε μια ςυνϊρτηςη  f  λϋγεται γνηςύωσ φθύνουςα ςε ϋνα διϊςτημα Δ 

Η ςυνϊρτηςη f λϋγεται γνηςύωσ φθύνουςα ςε ϋνα διϊςτημα Δ του πεδύου οριςμού τησ ,                                                                              
όταν για κϊθε   x1 , x2 ∈ Δ  με  x1 < x2   ιςχύει :  f(x1 > 𝑓(x2  

 

6. Πότε μια ςυνϊρτηςη  f  με πεδύο οριςμού το Α λϋμε ότι παρουςιϊζει ςτο  𝐱𝟎  ολικό μϋγιςτο                                                            
(2010 Ε−2014) 

Μια ςυνϊρτηςη f με πεδύο οριςμού το Α θα λϋμε ότι παρουςιϊζει ςτο  xo   ολικό μϋγιςτο το  f(x0                                                       
όταν  f(x) ≤ f(x0)  για κϊθε  x ∈ A 

 

7. Πότε μια ςυνϊρτηςη  f  με πεδύο οριςμού το Α λϋμε ότι παρουςιϊζει ςτο  𝐱𝟎  ολικό ελϊχιςτο  

Μια ςυνϊρτηςη f με πεδύο οριςμού το Α θα λϋμε ότι παρουςιϊζει ςτο  xo   ολικό ελϊχιςτο το  f(x0                                                                
όταν  f(x) ≥ f(x0)  για κϊθε x ∈ A 
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8. Πότε μια ςυνϊρτηςη  f με πεδύο οριςμού το  Α  λϋμε ότι εύναι  1-1             (2005 Ε−2015 Ε  

Μια ςυνϊρτηςη  f :A→ ℝ  λϋγεται ςυνϊρτηςη  1-1  όταν για κϊθε  x1 , x2 ∈ Α ιςχύει η ςυνεπαγωγό :                                                                     
Αν  x1 ≠ x2   τότε  f(x1 ≠ f(x2  

 

9. Πότε μια ςυνϊρτηςη f αντιςτρϋφεται και πωσ       ( 2019 ) 

Μια ςυνϊρτηςη  f :A→ ℝ αντιςτρϋφεται , αν και μόνο αν εύναι 1-1 .                                                                                                     
Η αντύςτροφη ςυνϊρτηςη τησ f ςυμβολύζεται με  f−1  , ϋχει πεδύο οριςμού το ςύνολο τιμών τησ f                                                                                           
και ορύζεται από την ςχϋςη   f(x = y ⇔  f−1(y = x  . 

 

10. Να διατυπώςετε το Κριτόριο Παρεμβολόσ                         (2016 Ε  

Έςτω οι ςυναρτόςεισ  f , g , h . Αν : g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)  κοντϊ ςτο x0 , και limx→x0
g(x =  limx→x0

h(x = 𝑙                                                               

τότε και lim
x→x0

f(x) = 𝑙          

 

11. Πότε μια ςυνϊρτηςη  f  λϋγεται ςυνεχόσ ςε ϋνα ςημεύο  𝐱𝟎             (2009 Ε−2015)   

Μια ςυνϊρτηςη  f  λϋγεται ςυνεχόσ ςε ϋνα ςημεύο x0 του πεδύου οριςμού τησ όταν lim
x→x0

f(x) = f(x0     

      

12. Πότε μια ςυνϊρτηςη  f  λϋγεται ςυνεχόσ ςε ϋνα κλειςτό διϊςτημα  [α , β]    (2004 Ε−2008−2012-2017) 

Μια ςυνϊρτηςη  f  λϋγεται ςυνεχόσ ςε ϋνα κλειςτό διϊςτημα [α , β] , όταν εύναι ςυνεχόσ ςε κϊθε ςημεύο 
του (α , β  και επιπλϋον ιςχύει  lim

x→α+
 f(x = f(α     και   lim

x→β−
 f(x = f(β         

       

13. Να διατυπώςετε το θεώρημα Bolzano                    ( 2014 Ε          

Έςτω μια ςυνϊρτηςη f , οριςμϋνη ςε ϋνα κλειςτό διϊςτημα [α , β]. Αν η f εύναι ςυνεχόσ ςτο  [α , β]  και                                      
επιπλϋον  f(α ∙ f(β < 0  τότε υπϊρχει ϋνα , τουλϊχιςτον   x0 ∈ (α , β   τϋτοιο ώςτε  f(x0 = 0                                                                             
Γεωμετρικό Ερμηνεύα : Η γραφικό παρϊςταςη τησ  f  τϋμνει τον ϊξονα x’x ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο                                                         
με τετμημϋνη  x0 ∈ (α ,β     

 

14. Να διατυπώςετε το Θεώρημα Ενδιαμϋςων Σιμών 

Έςτω μια ςυνϊρτηςη f ,οριςμϋνη ςε ϋνα κλειςτό διϊςτημα [α , β]. Αν η f εύναι ςυνεχόσ ςτο [α , β]  και                                                                                                               
επιπλϋον  f(α ≠ f(β   τότε, για κϊθε αριθμό η μεταξύ των f(α  και f(β  υπϊρχει ϋνα , τουλϊχιςτον                                                                   
x0 ∈ (α ,β  τϋτοιο ώςτε f(x0 = η .  
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15. Να διατυπώςετε το Θεώρημα Μεγύςτησ και Ελαχύςτησ Σιμόσ 

Αν η ςυνϊρτηςη f εύναι ςυνεχόσ ςτο [α , β] , τότε η f παύρνει [α , β] μια μϋγιςτη τιμό Μ και μια ελϊχιςτη 
τιμό m. Δηλαδό , υπϊρχουν x1 , x2 ∈ [α ,β] τϋτοια ώςτε , αν m = f(x1)  και  Μ = f(x2) , να ιςχύει : 
 m ≤ f(x ≤ M ,∀x ∈ [α , β]     

 

16. Πότε μια ςυνϊρτηςη  f  λϋγεται παραγωγύςιμη ςτο ςημεύο  𝐱𝟎  του πεδύου οριςμού τησ   (2004−2009) 

Μια ςυνϊρτηςη f λϋμε ότι εύναι παραγωγύςιμη ς’ ϋνα ςημεύο x0 του πεδύου οριςμού τησ , αν και μόνο αν 

υπϊρχει το όριο  lim
x→x0

 
 f(x  − f(x0 

x − x0
   και εύναι πραγματικόσ αριθμόσ .                                                                                                   

Σο όριο αυτό ονομϊζεται παρϊγωγοσ και ςυμβολύζεται με  f ′  (x0 .  Δηλαδό  f ′  (x0 = lim
x→x0

 
 f(x  − f(x0 

x − x0
        

 

17. Πότε μια ςυνϊρτηςη  f  λϋγεται παραγωγύςιμη ςτο κλειςτό διϊςτημα  [α , β]       (2010 Ε−2013) 

Η f εύναι παραγωγύςιμη ςε ϋνα κλειςτό διϊςτημα  [α , β] του πεδύου οριςμού τησ , όταν εύναι 

παραγωγύςιμη   ςτο (α , β  και επιπλϋον ιςχύει  lim
x→α+

 
 f(x  − f(α 

x − α
 ∈ ℝ   και  lim

x→β−
  

 f(x  − f(β 

x − β
   ∈ ℝ          

 

18. Να διατυπώςετε το Θεώρημα Rolle                (2012 Ε  

Αν μια ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο [α ,β] , παραγωγύςιμη ςτο (α ,β  και ιςχύει f(α =f(β  , τότε 
υπϊρχει ϋνα , τουλϊχιςτον  ξ ∈ (α ,β  τϋτοιο ώςτε  f ′(ξ = 0                                                                                                           
Γεωμετρικό Ερμηνεύα :                   

                                                                                                                                                          
Τπϊρχει ϋνα , τουλϊχιςτον  ξ ∈ (α,β  τϋτοιο ώςτε                                                                           
η εφαπτομϋνη τησ Cf   ςτο Μ(ξ , f(ξ   να εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x               
( 2007 Ε   

 

 

19. Να διατυπώςετε το Θεώρημα Μϋςησ Σιμόσ                    (2013−2016) 

Αν μια ςυνϊρτηςη f εύναι ςυνεχόσ ςτο  [α , β] , παραγωγύςιμη ςτο (α , β  , τότε υπϊρχει ϋνα ,                                                               

τουλϊχιςτον ξ ∈ (α ,β  τϋτοιο ώςτε  f ′(ξ =  
 f(β  − f(α  

β  − α
                                                                                                                                                          

Γεωμετρικό Ερμηνεύα:                                                                                                                                                                                 

Τπϊρχει ϋνα , τουλϊχιςτον  ξ ∈ (α ,β  τϋτοιο ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf                                                 
ςτο Μ(ξ , f (ξ    να εύναι παρϊλληλη τησ ευθεύασ ΑΒ όπου Α(α , f(α   και 
Β(β , f(β  .                                              ( 2003−2008 Ε−2016 Ε   
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20. Πότε μια ςυνϊρτηςη f με πεδύο οριςμού το Α παρουςιϊζει ςτο   𝐱𝟎 ∈ 𝚨  τοπικό μϋγιςτο      ( 2012 ) 

Μια ςυνϊρτηςη f με πεδύο οριςμού το Α λϋμε ότι παρουςιϊζει ςτο x0 ∈ Α τοπικό μϋγιςτο,                                            
όταν υπϊρχει δ > 0 , τϋτοιο ώςτε   f(x ≤ f(x0   για κϊθε x ∈ A ∩ (x0 − δ , x0 + δ  .                                                                                         
Σο x0 λϋγεται θϋςη ό ςημεύο τοπικού μεγύςτου ,  ενώ το  f(x0   τοπικό μϋγιςτο τησ f . 

 

 21. Πότε μια ςυνϊρτηςη f με πεδύο οριςμού το Α παρουςιϊζει ςτο   𝐱𝟎 ∈ 𝚨  τοπικό ελϊχιςτο      (2015) 

Μια ςυνϊρτηςη  f με πεδύο οριςμού το Α λϋμε ότι παρουςιϊζει ςτο x0 ∈ Α τοπικό ελϊχιςτο ,                                                     
όταν υπϊρχει δ > 0 , τϋτοιο ώςτε  f(x ≥ f(x0   για κϊθε x ∈ A ∩ (x0 − δ , x0 + δ  .                                                         
Σο x0 λϋγεται θϋςη ό ςημεύο τοπικού ελαχύςτου ,  ενώ το f(x0  τοπικό ελϊχιςτο τησ  f . 

 

22. Να διατυπώςετε το Θεώρημα Fermat              ( 2013 Ε   

Έςτω μια ςυνϊρτηςη f οριςμϋνη ς’ ϋνα διϊςτημα Δ και  x0 εςωτερικό ςημεύο του Δ. Αν η f παρουςιϊζει 
τοπικό ακρότατο ςτο  x0 και εύναι παραγωγύςιμη ςτο ςημεύο αυτό , τότε  f ′(x0 =0 

 

23. Ποια λϋγονται κρύςιμα ςημεύα μιασ ςυνϊρτηςησ f ςε ϋνα διϊςτημα Δ           (2013 Ε  

Κρύςιμα ςημεύα τησ f ςτο διϊςτημα Δ λϋγονται τα εςωτερικϊ ςημεύα του Δ , ςτα οπούα η  f                                                         
δεν παραγωγύζεται   ό η παρϊγωγοσ τησ εύναι ύςη με το μηδϋν. 

 

24. Πότε μια ςυνϊρτηςη f  λϋγεται κυρτό ςε ϋνα διϊςτημα Δ                (2006) 

Η ςυνϊρτηςη f  λϋγεται κυρτό ό ότι ςτρϋφει τα κούλα προσ τα ϊνω ς’ ϋνα διϊςτημα Δ όταν εύναι                                   
ςυνεχόσ ςτο Δ  και η  f ′  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο εςωτερικό του Δ.  

 

25. Πότε μια ςυνϊρτηςη f  λϋγεται κούλη ςε ϋνα διϊςτημα Δ               (2010−2014) 

Η ςυνϊρτηςη f  λϋγεται κούλη ό ότι ςτρϋφει τα κούλα προσ τα κϊτω ς’ ϋνα διϊςτημα Δ όταν εύναι                  
ςυνεχόσ ςτο Δ  και η  f ′  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο εςωτερικό του Δ.  

 

26. Πότε το ςημεύο  Α( 𝐱𝟎 , f(𝐱𝟎    λϋγεται ςημεύο καμπόσ μιασ ςυνϊρτηςησ  f 

Σο ςημεύο Α( x0 , f( x0   λϋγεται ςημεύο καμπόσ μιασ ςυνϊρτηςησ f όταν η f εύναι κυρτό ςτο (α , x0)                                      
και κούλη   ςτο ( x0 , β  ό αντιςτρόφωσ και η Cf  ϋχει εφαπτομϋνη ςτο ςημεύο Α( x0 , f( x0))   

 

27. Πότε λϋμε ότι η ευθεύα   𝐱 = 𝐱𝟎  εύναι κατακόρυφη αςύμπτωτη τησ  Cf           (2010−2015 Ε  

Η ευθεύα  x = x0  λϋγεται κατακόρυφη αςύμπτωτη τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ f , αν ϋνα τουλϊχιςτον                                         
από τα όρια   lim

x→x0
+

f(x)  ό  lim
x→x0

−
f(x)   εύναι  +∞  ό −∞ 
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28. Πότε λϋμε ότι η ευθεύα  y=𝓵  λϋγεται οριζόντια αςύμπτωτη τησ  Cf  ςτο +∞ (αντ. ςτο  −∞)                                          
( 2007−2016 Ε   

Η ευθεύα  y=ℓ  λϋγεται οριζόντια αςύμπτωτη τησ Cf  ςτο +∞ (αντιςτούχωσ ςτο −∞)                                                               
όταν   lim

x→+∞
 f(x = ℓ  (αντιςτούχωσ  lim

x→−∞
 f(x = ℓ  ςτο  −∞) 

 

29. Πότε  η ευθεύα  𝐲 = 𝛌𝐱 + 𝛃  λϋγεται αςύμπτωτη τησ  Cf  ςτο  +∞ (αντ. ςτο −∞)        ( 2005−2011 ) 

Η ευθεύα  y = λx + β  λϋγεται αςύμπτωτη τησ  Cf ςτο +∞ (αντιςτούχωσ ςτο −∞   αν                                                               
lim

x→+∞
 [f(x − (λx + β)] = 0   (αντιςτούχωσ αν  lim

x→−∞
 [f(x − (λx + β)] = 0 ) . 

 

30. Σι ονομϊζουμε αρχικό μιασ ςυνϊρτηςησ  f  ςε ϋνα διϊςτημα Δ          ( 2006 Ε−2011Ε−2014 Ε   

Αρχικό ςυνϊρτηςη ό παρϊγουςα τησ  f  ςε ϋνα διϊςτημα Δ , ονομϊζουμε  κϊθε ςυνϊρτηςη F                                                                              
που εύναι παραγωγύςιμη ςτο Δ και  ιςχύει  F′(x = f(x   για κϊθε  x ∈ Δ   

 

31. Να διατυπώςετε το Θεμελιώδεσ Θεώρημα του Ολοκληρωτικού Λογιςμού                ( 2018 )         

Έςτω  f  μια ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη ςε ϋνα διϊςτημα  [α , β]. Αν G εύναι μια παρϊγουςα τησ  f  ςτο [α , β] ,                                             

να αποδεύξετε ότι  ∫ f(t dt = G(β − G(α  .
β

α
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Α Π Ο Δ Ε Ι Ξ Ε Ι  

 

1. Αν P(x) πολυώνυμο, να αποδεύξετε ότι 𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝐱𝟎

𝐏(𝐱 =P(𝐱𝟎)  

Θεωρούμε το πολυώνυμο  P(x = ανxν + αν−1xν−1 + ⋯+ α1x + α0    και   x0  ∈ ℝ  . Έχουμε :                           
lim

x⟶x0

Ρ(x = lim
x⟶x0

(ανxν + αν−1xν−1 + ⋯+ α1x + α0 = lim
x⟶x0

(ανxν + lim
x⟶x0

(αν−1xν−1 + ⋯+ lim
x⟶x0

α0 =        

=  αν lim
x⟶x0

xν + αν−1 lim
x⟶x0

xν−1 + ⋯+ lim
x⟶x0

α0 = ανx0
ν + αν−1x0

ν−1 + ⋯+ α0 = P(x0)     

 

2. Απόδειξη Θεωρόματοσ Ενδιαμϋςων Σιμών                 ( 2005−2015 ) 

Ασ υποθϋςουμε ότι  f(α < 𝑓(β  . Σότε θα υπϊρχει αριθμόσ η τϋτοιοσ ώςτε  f(α < 𝜂 < f(β  .                                       
Θεωρούμε την ςυνϊρτηςη  g(x) = f(x) − η , με x ∈ [α ,β]. Παρατηρούμε ότι :                                                                                                   
η g εύναι ςυνεχόσ ςτο [α , β] αφού η f εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                      
g(α) = f(α) − η < 0 αφού f(α  < η                                                                                                                                                                           
g(β) = f(β)  − η > 0 αφού f(β  > η                                                                                                                                                                                 
ϊρα  g(α g(β  < 0 .                                                                                                                                                                                                     
Επομϋνωσ ςύμφωνα με το Θεώρημα Bolzano υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα  x0 ∈(α , β                                                                                    
τϋτοιο ώςτε  g(x0 = 0 ⇔ f(x0 − η = 0 ⇔ f(x0 = η 

 

3. Αν μια ςυνϊρτηςη f εύναι παραγωγύςιμη ς’ϋνα ςημεύο  𝐱𝟎 , τότε να αποδεύξετε ότι η f εύναι και ςυνεχόσ                                             
ςτο ςημεύο αυτό                                          (2003−𝟐𝟎𝟎𝟕 𝚬 −2013 Ε−𝟐𝟎𝟏𝟖 ) 

Αρκεύ να δεύξουμε ότι   lim
x⟶x0

f(x = f(x0  ⇔ lim
x⟶x0

[f(x − f(x0)] = 0            .                                                                                

Για x ≠ x0 ϋχουμε :   f(x − f(x0 =
 f(x  − f x0  

x − x0
∙  (x −  x0    οπότε                                                                                           

limx→x0
[f(x − f(x0 ] = limx→x0

[
 f(x  − f x0  

x − x0
∙  (x −  x0 ] = limx→x0

 f(x  − f x0  

x − x0
∙ limx→x0

(x − x0 =                  

= f ′(x0 ∙ 0 = 0        αφού η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο  x0 .                                                                                                                                                                            
Άρα δεύξαμε ότι   lim

x⟶x0

[f(x − f(x0)] = 0  ⇔ lim
x→x0

f(x = f(x0)  δηλαδό η f εύναι ςυνεχόσ ςτο x0    . 

 

4.  Αν  𝐟(𝐱) = 𝐜  να αποδεύξετε ότι  𝐟 ′(x)=0 

Για x ≠ x0 ϋχουμε :  f ′(x0 = limx→x0

 f(x  − f x0  

x − x0
= lim

x→x0

 c − c 
x − x0

  = 0 . 

 

5. Αν  𝐟(𝐱) = 𝐱   να αποδεύξετε ότι    𝐟 ′(x)= 𝟏 

Για x ≠ x0 ϋχουμε :  f ′(x0 = limx→x0

 f(x  − f x0  

x − x0
= lim

x→x0

 x − x0
x − x0

 = 1            
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6. Αν  𝐟(𝐱 = 𝐱𝛎  να αποδεύξετε ότι    𝐟′(𝐱 = 𝛎𝐱𝛎−𝟏 

Για x ≠ x0 ϋχουμε :  

f ′(x0 = limx→x0

 f(x  − f x0  

x − x0
= limx→x0

 xν− x0
ν  

x − xo
= limx→x0

  x−x0  x
ν−1+xν−2x0+⋯+x0

ν−1  

x − x0
 =                               

= limx→x0
(xν−1 + xν−2x0 + ⋯+ x0

ν−1 = x0
ν−1 + x0

ν−1 + ⋯ x0
ν−1 = ν x0

ν−1 .   Άρα  f ′(x = νxν−1 . 

 

7.  Αν  𝐟(𝐱 =  𝐱  να αποδεύξετε ότι   𝐟′(𝐱 =
𝟏
𝟐 𝐱

 , 𝐱 > 0                (2005 Ε−2009 Ε   

Για x ≠ x0 ϋχουμε :  f ′(x0 = limx→x0

 f(x  − f x0  

x − x0
= limx→x0

  x −  x0 
x − xo

= limx→x0

   x −  x0   x +  x0  

 x − x0 ( x +  x0  )
=                        

=limx→x0

  x 
2
−   x0 

2

 x − x0 ( x +  x0  )
= limx→x0

x − x0
  x − x0   x +  x0   

= limx→x0

1

 x +  x0 
=

1
2 x0

 .  Άρα  f ′(x =
1

2 x
  .    

 

8.  Αν  𝐟(𝐱 = 𝐱−𝛎  , 𝛎 ∈ ℕ∗ να αποδεύξετε ότι   𝐟′(𝐱 = −𝛎𝐱−𝛎−𝟏 

Πρϊγματι : f ′(x = (x−ν ′ =  
1

 xν  
′

=
 (1 ′ xν − 1  xν 

′
 

(xν 2
=

 − ν xν−1 

x2ν  =  −ν x−ν−1        

 

9.  Αν  𝐟(𝐱) = 𝛆𝛗𝐱  να αποδεύξετε ότι   𝐟′(𝐱 =
𝟏

 𝛔𝛖𝛎𝟐𝐱 
              

 f′(x = (εφx ′ =  
ημ x

 ςυν x 
 
′

=
 (ημ x ′ ςυν x−ημ x(ςυν x ′  

ςυν 2x
=

 ςυν x ςυν x+ημ x ημ x 

ςυν 2x
=

 ςυν 2x + ημ 2x 

ςυν 2x
=

1

 ςυν 2x 
  

 

10.  Αν   𝐟(𝐱 = 𝐱𝛂  ,𝛂 ∈ ℝ − ℚ  , 𝐱 > 0  να αποδεύξετε ότι  𝐟′(𝐱 = 𝛂𝐱𝛂−𝟏 .     

Πρϊγματι αν ,  y = xα = eα lnx    και θϋςουμε  u=αlnx , τότε ϋχουμε : y = eu  .                                                                                         

Επομϋνωσ   y′ = (eu ′ = eu ∙ u′ = eα lnx ∙ (αlnx ′ = eα lnx ∙ α ∙
1
 x 

=  xα ∙
α
 x 

= α ∙ xα−1 

 

11. Αν   𝐟(𝐱 = 𝛂𝐱  , 𝛂 > 0  να αποδεύξετε ότι   𝐟′(𝐱 = 𝛂𝐱𝐥𝐧𝛂 

Πρϊγματι αν ,  y = αx = exln α   και θϋςουμε  u = xlnα , τότε ϋχουμε : y = eu  .                                                                                 
Επομϋνωσ   y′ = (eu ′ = eu ∙ u′ = exln α ∙ (xlnα ′ = exlnα ∙ lnα =  αx lnα  . 
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12.  Αν   𝐟(𝐱 = 𝐥𝐧 𝐱   , 𝐱 ≠ 𝟎  να αποδεύξετε ότι   𝐟′(𝐱 =
𝟏
 𝐱 

                       ( 2008 )                                                             

- Αν x > 0  τότε  f(x = ln x = lnx , ϊρα  f ′(x = (lnx ′ = 
1

 x 
                                                                                                                                       

- Αν x < 0  τότε  f(x = ln x = ln(−x)  οπότε θϋτουμε  y = ln(−x  και  u = −x  ϋχουμε  y = lnu  .                                             

Επομϋνωσ:     y′ = (lnu ′ =
1
 u 
∙ u′ =

1
−x 

∙ (−x ′ =
1
−x 

∙ (−1 =
1
 x 

  .                                                                                                       

Άρα ςε κϊθε περύπτωςη  f ′(x =  
1

 x 
           

 

13. Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  οριςμϋνη ςε ϋνα διϊςτημα Δ . Αν  f  ςυνεχόσ ςτο Δ και  𝐟′(𝐱 =0                                                                                 
για κϊθε εςωτερικό ςημεύο  x  του  Δ  τότε να αποδεύξετε ότι η  f  εύναι ςταθερό ςε όλο το διϊςτημα Δ.                                          
( 2004 Ε−2009−2014 )       

Για να εύναι  f  ςταθερό ςτο Δ , αρκεύ να δεύξουμε ότι  ∀ x1 ,  x2 ∈ Δ  ιςχύει  f(x1 = f(x2  .                                                                                
− Αν  x1 = x2  , τότε προφανώσ  f(x1 = f(x2                                                                                                                                                          
− Αν x1 < x2  τότε  αφού f  ςυνεχόσ ςτο [x1 , x2] , f παραγωγύςιμη ςτο (x1 , x2) , τότε η f ικανοποιεύ τισ 

υποθϋςεισ του Θεωρόματοσ Μϋςησ Σιμόσ , ϊρα θα υπϊρχει   ξ ∈ (x1 , x2) τϋτοιο ώςτε  f ′(ξ =
 f x2  − f x1  

x2 − x1
                                                              

Επειδό το ξ εςωτερικό ςημεύο του Δ τότε:                                                                                                                                                            

f ′(ξ = 0 ⇔ 
 f(x2  − f(x1  

x2  − x1
= 0 ⇔ f(x2 − f(x1 = 0 ⇔ f(x2 = f(x1)                                                                                                                                               

− Αν  x1 > x2   τότε ομούωσ αποδεικνύεται ότι  f(x1 = f(x2                                                                                                                          
Άρα ςε κϊθε περύπτωςη ϋχουμε ότι f(x1 = f(x2  , οπότε η f εύναι ςταθερό ςε όλο το Δ.   

 

14. Έςτω δύο ςυναρτόςεισ  f , g  οριςμϋνεσ ςε ϋνα διϊςτημα Δ . Αν f , g  εύναι ςυνεχεύσ ςτο Δ                                              
και  𝐟 ′(x) = 𝐠 ′(x)    για κϊθε εςωτερικό ςημεύο του Δ , τότε υπϊρχει ςταθερϊ c τϋτοια ,                                                          
ώςτε για κϊθε  x ∈ 𝚫  να ιςχύει   𝐟(𝐱) = 𝐠(𝐱) + 𝐜 . 

− Η ςυνϊρτηςη  f − g  εύναι ςυνεχόσ ςτο Δ ωσ διαφορϊ ςυνεχών ςυναρτόςεων                                                                                             
− Για κϊθε  x  εςωτερικό ςημεύο του Δ ιςχύει : (f − g ′(x = f ′(x − g′(x = 0                                                                                    
Άρα η ςυνϊρτηςη f − g εύναι ςταθερό , οπότε υπϊρχει ςταθερϊ c  ώςτε :                                                                         
  f(x − g(x = c ⇔ f(x = g(x + c  .  

 

15. Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  οριςμϋνη ςε ϋνα διϊςτημα Δ . Αν  f  ςυνεχόσ ςτο Δ και   𝐟′(𝐱  >0   για κϊθε                                       
εςωτερικό ςημεύο  x  του  Δ τότε να αποδεύξετε ότι η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςε όλο το διϊςτημα Δ.                      
( 2006 −2012 −2017−2019 )    

Για να εύναι f γνηςύωσ αύξουςα ςτο Δ , αρκεύ να δεύξουμε ότι ∀ x1, x2 ∈ Δ με  x1 < x2  ιςχύει  f(x1 < f(x2                                       
− Αφού f ςυνεχόσ ςτο [x1 , x2] , f  παραγωγύςιμη ςτο (x1 , x2) , τότε η f ικανοποιεύ τισ υποθϋςεισ                                      
του Θεωρόματοσ Μϋςησ Σιμόσ , ϊρα θα υπϊρχει  ξ ∈ (x1 , x2)  τϋτοιο ώςτε                                                                                            

f ′(ξ =
 f x2  − f(x1)

x2 − x1
  ⇔  f(x2 −  f(x1 = (x2 −  x1) f ′(ξ                                                                               

− Επειδό  f ′(ξ > 0  και  x2 −  x1 > 0  θα εύναι και   f(x2 −  f(x1 > 0 ⇔  f(x1 < f(x2                                      
Άρα η f εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςε όλο το Δ . 
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16.  Απόδειξη  Θεωρόματοσ  Fermat                      ( 𝟐𝟎𝟎𝟒 − 𝟐𝟎𝟏𝟏 − 𝟐𝟎𝟏𝟔 𝚬 − 𝟐𝟎𝟏𝟕𝚬 ) 

− Ασ υποθϋςουμε ότι η f παρουςιϊζει ςτο x0 τοπικό μϋγιςτο. Επειδό το x0 εύναι εςωτερικό ςημεύο του Δ                                  
και η f παρουςιϊζει ςε αυτό τοπικό μϋγιςτο , υπϊρχει  δ > 0 τϋτοιο ώςτε (x0 − δ , x0 + δ ⊆ Δ                                                                                      
και   f(x) ≤ f(x0)  (1    για κϊθε x ∈ (x0 − δ , x0 + δ .                                                                                                                                        

− Επιπλϋον η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο  x0  , ϊρα : f ′  (x0 = lim
x→x0

+

 f(x  − f x0  

x − x0
  = lim

x→x0
−

 f(x  − f x0  

x − x0
                   

Επομϋνωσ :                                                                                                                                                                                                                    
− αν  x ∈ (x0 − δ , x0  τότε  x < x0 ⇔ x − x0 < 0  και λόγω τησ (1  θα εύναι   f(x − f(x0) ≤ 0                                               

ϊρα  
 f(x  − f(x0  

x − x0
≥ 0     οπότε θα ϋχουμε   f ′  (x0 = lim

x→x0
−

 f(x  − f x0  

x − x0
≥ 0  ( 2)                                                                                                                                         

− αν x ∈ (x0 , x0 + δ   τότε  x > x0 ⇔ x − x0 > 0 και λόγω τησ (1  θα εύναι   f(x − f(x0) ≤ 0                                                       

ϊρα 
 f(x  − f(x0  

x − x0
 ≤ 0     οπότε θα ϋχουμε  f ′  (x0 = lim

x→x0
+

 f(x  − f x0  

x − x0
 ≤ 0  (3)                                                                                                                                    

Άρα από τισ ςχϋςεισ (1  και (2  ϋχουμε   f ′  (x0 = 0  . 

 

17. Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  παραγωγύςιμη ςε ϋνα διϊςτημα (α , β  , με εξαύρεςη ύςωσ ϋνα ςημεύο του  𝐱𝟎  
ςτο οπούο όμωσ η f εύναι ςυνεχόσ. Αν   𝐟′(x >0  ςτο (α ,  𝐱𝟎   και  𝐟

′(x <0  ςτο ( 𝐱𝟎 , β  , τότε να αποδεύξετε 
ότι το  f(𝐱𝟎   εύναι τοπικό μϋγιςτο τησ f                                     ( 2012 Ε−2016 ) 

− Αφού f ςυνεχόσ ςτο x0 και  f ′(x >0  για κϊθε x ∈(α , x0) τότε η f εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο (α , x0]                                                      
Έτςι ϋχουμε :  x ≤ x0 ⇔  f(x) ≤ f(x0)   (1   για κϊθε x ∈(α, x0] .                                                                                                                           
− Αφού f ςυνεχόσ ςτο  x0 και  f ′(x <0 για κϊθε  x ∈(x0 ,β  τότε η f εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο [x0 , β                 
Έτςι ϋχουμε :  x ≥ x0 ⇔  f(x) ≤ f(x0)   (2   για κϊθε x ∈[x0 , β  .                                                                                                                                           
− Άρα από τισ ςχϋςεισ (1  και (2  ϋχουμε f(x) ≤ f(x0)  , για κϊθε x ∈(α , β , που ςημαύνει ότι                                                                                  
το  f(x0) εύναι μϋγιςτο τησ f ςτο (α , β  και ϊρα τοπικό μϋγιςτο αυτόσ.   

 

18. Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  παραγωγύςιμη ςε ϋνα διϊςτημα (α , β , με εξαύρεςη ύςωσ ϋνα ςημεύο του   𝐱𝟎 
ςτο οπούο όμωσ η f εύναι ςυνεχόσ. Αν η  𝐟′(x   διατηρεύ ςταθερό πρόςημο ςτο  (𝛂, 𝐱𝟎) ∪ (𝐱𝟎,𝛃),                                              
τότε το  f(  𝐱𝟎  δεν εύναι τοπικό ακρότατο και η f εύναι γνηςύωσ μονότονη ςτο (α , β  .   ( 2014 Ε – 2018 Ε   

 −Αφού η f ′(x  διατηρεύ ςταθερό πρόςημο ςτο (α, x0) ∪ (x0,β), ϋςτω ότι  f ′(x >0 για κϊθε                                                       
x ∈ (α , x0) ∪ (x0,β). Επειδό η f εύναι ςυνεχόσ ςτο x0  , θα εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςε καθϋνα από  τα 
διαςτόματα (α , x0] και [x0 ,β . Επομϋνωσ για  x1 < x0 < x2  ⇒ f(x1 < f(x0 < f(x2  .                                                  

Άρα το  f(x0   δεν εύναι τοπικό ακρότατο τησ f .                                                                                                                                  
− Θα δεύξουμε τώρα ότι η f εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο (α , β .                                                                                                                            
Πρϊγματι , ϋςτω  x1 , x2 ∈(α , β   με   x1 < x2 .                                                                                                                                                           
Αν  x1 , x2 ∈ (α , x0] , επειδό η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο  (α , x0]   θα εύναι   f(x1 < f(x2                                                                         
Αν  x1 , x2 ∈ [x0  , β  , επειδό η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο [x0 , β   θα εύναι f(x1 < f(x2                                                                                          
Αν  x1 < x0 < x2  ⇒ f(x1 < f(x0 < f(x2                                                                                                                                                       
Επομϋνωσ ςε όλεσ τισ περιπτώςεισ ιςχύει  f(x1 < f(x2  , οπότε η f εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο (α , β . 
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19. Έςτω f μια ςυνϊρτηςη οριςμϋνη ςε ϋνα διϊςτημα Δ . Αν F εύναι μια παρϊγουςα τησ f ςτο Δ ,                                                 
να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                          
− Όλεσ οι ςυναρτόςεισ τησ μορφόσ 𝐆(𝐱) = 𝐅(𝐱) + 𝐜 , c ∈ ℝ εύναι παρϊγουςεσ τησ  f ςτο Δ .                                                                                     
− Κϊθε ϊλλη παρϊγουςα G τησ f ςτο Δ παύρνει την μορφό  𝐆(𝐱) = 𝐅(𝐱) + 𝐜, c ∈ ℝ (2003Ε−2010−2015 Ε  

− Κϊθε ςυνϊρτηςη τησ μορφόσ  G(x) = F(x) + c  ,  c ∈ ℝ   εύναι μια παρϊγουςα τησ f ςτο Δ  αφού :                            
G′(x = (F(x + c ′ = F′(x = f(x   για κϊθε x ∈ Δ                                                                                                                                                                                            
− Έςτω G εύναι μια ϊλλη παρϊγουςα τησ f ςτο Δ . Σότε για κϊθε  x ∈ Δ  ιςχύουν οι ςχϋςεισ :                                                                
F′(x)= f(x)  και  G′(x) = f(x) , οπότε θα εύναι και  F′(x)= G′(x   για κϊθε x ∈ Δ . Άρα από το πόριςμα τησ 
ςταθερόσ ςυνϊρτηςησ θα υπϊρχει ςταθερϊ  c ∈ ℝ  τϋτοια ώςτε  G(x)=F(x)+c ,  για κϊθε  x ∈ Δ  . 

 

20. Έςτω  f  μια ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη ςε ϋνα διϊςτημα  [α , β]. Αν G εύναι μια παρϊγουςα τησ  f  ςτο [α , β] ,                                             

να αποδεύξετε ότι  ∫ 𝐟(𝐭 𝐝𝐭 = 𝐆(𝛃 − 𝐆(𝛂  .
𝛃

𝛂
                ( 2002−2008 Ε−2013) 

Γνωρύζουμε ότι η ςυνϊρτηςη  F(x = ∫ f(t dt
x

α
  εύναι μια παρϊγουςα τησ f , αφού                                                                          

F′(x =  ∫ f(t dt
x

α
 
′

= f(x  .                                                                                                                                                                     

Επειδό και η G εύναι μια παρϊγουςα τησ f ςτο [α , β], θα υπϊρχει c ∈ ℝ  ώςτε : G(x) = F(x) + c.  (1)                                                             

− Για  x = α  η  (1 ⇒ G(α = F(α + c = ∫ f(t dt + c = c
α

α
  , ϊρα c = G(α  , ϊρα  G(x) = F(x) + G(α) . (2)                                     

− Για  x = β  η  (2 ⇒ G(β = F(β + G(α ⇔ G(β = ∫ f(t dt + G(α) ⇔ ∫ f(t dt = G(β − G(α  .
β

α

β

α
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ΒΑΙΚΑ  ΑΝΣΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΣΑ 

 

1  Αν μια ςυνϊρτηςη  f : A → ℝ  εύναι γνηςύωσ μονότονη , τότε εύναι και 1-1                                                                         
Σο αντύςτροφο δεν ιςχύει.      ( 2018 )                                                                                                                                                                                         
Δηλαδό, αν μια ςυνϊρτηςη εύναι 1-1 , αυτό δεν ςημαύνει ότι υποχρεωτικϊ εύναι και γνηςύωσ μονότονη . 

Πρϊγματι , η ςυνϊρτηςη  f(x =  
x  , x ≤ 0

 
1
x

 , x > 0
                                                                     

εύναι ςυνϊρτηςη 1-1 ,                                                                                         
αλλϊ δεν εύναι γνηςύωσ μονότονη ,                                                                          
αφού εύναι γνηςύωσ αύξουςα για  x ≤ 0 ,                                                       
ενώ γνηςύωσ αύξουςα για  x > 0   

 

 

2) Αν ιςχύουν    𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝟎

𝐟(𝐱 = +∞, 𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝟎

𝐠(𝐱 = −∞  τότε ιςχύει   𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝟎

 𝐟(𝐱 + 𝐠(𝐱  = 𝟎      ( 2018E )                                                                                                                                                                                                                       

Η πρόταςη αυτό εύναι ψευδόσ .                                                                                                                                                                           

Πρϊγματι, αν θεωρόςουμε τισ ςυναρτόςεισ  f(x = − 
1

x2 +1  και  g(x = 
1

x2                                                                                                    

τότε   lim
x⟶0

f(x = lim
x⟶0

 −  
1

x2  + 1   = −∞     και  lim
x⟶0

g(x = lim 
x⟶0

1

x2 = +∞     αλλϊ όμωσ γύνεται :                   

lim
x⟶0

 f(x + g(x  = lim
x⟶0

 −  
1

x2  + 1 +
1

x2 = 1         

   

3  Αν για κϊθε  x  κοντϊ ςτο  𝐱𝟎  εύναι 𝐟(𝐱 > 0 και υπϊρχει το  𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝐱𝟎

𝐟(𝐱   τότε και  𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝐱𝟎

𝐟(𝐱 > 0                               

Η πρόταςη αυτό εύναι ψευδόσ .                                                                                                                                                                           
Πρϊγματι, αν θεωρόςουμε τη ςυνϊρτηςη f(x =  x , x ≠ 0 τότε  f(x > 0 ∀x ≠ 0 ,αλλϊ  lim

x⟶0
f(x = 0 

 

4  Για κϊθε ςυνϊρτηςη  f : A → ℝ  , όταν υπϊρχει το όριο τησ  f  όταν το x τεύνει ςτο 𝐱𝟎 ∈ 𝚨 , τότε αυτό το 
όριο ιςούται με την τιμό τησ f ςτο 𝐱𝟎                  ( 2019 )    

Η πρόταςη αυτό εύναι ψευδόσ. Πρϊγματι :                                                                                                                                 

Η ςυνϊρτηςη  f(x =  
x2− 1
x − 1

  ,   x ≠ 1

2019  , x = 1

   ϋχει lim
x⟶1

f(x = lim
x⟶1

x2− 1
x − 1

= lim
x⟶1

(x − 1 (x + 1)
x − 1

= lim
x⟶1

(x + 1 = 2                                        

και  f(1 = 2019 , ϊρα lim
x⟶1

f(x ≠ f(1) 
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5  Αν η f εύναι ςυνεχόσ ςε ϋνα ςημεύο  𝐱𝟎 του πεδύου οριςμού τησ, αυτό δεν ςημαύνει ότι θα εύναι  και 
παραγωγύςιμη ςτο ςημεύο αυτό.        ( 2017 )    

 Πρϊγματι η ςυνϊρτηςη f(x =  x  εύναι ςυνεχόσ ςτο x0 = 0 , αλλϊ δεν εύναι παραγωγύςιμη ςε αυτό     

αφού:     lim
x→0−

 
f(x −f(0)

x−0
  = lim

x→0−
 
−x−0

x
  = −1   ενώ  lim

x→0+
 
f(x −f(0)

x−0
  = lim

x→0+
 
x−0

x
  = 1    

 

6) Αν για μια ςυνϊρτηςη  f  ιςχύει  𝐟′(𝐱 = 𝟎 ,∀𝐱 ∈ (−∞ ,𝟎 ∪ (𝟎 , +∞  τότε η f  εύναι ςταθερό                                     
ςτο (−∞ ,𝟎 ∪ (𝟎 , +∞            ( 2019 )                                                                                                                                                                             
Η πρόταςη αυτό εύναι ψευδόσ . Πρϊγματι :                                                                                                                                                 

Η ςυνϊρτηςη  f(x =  
−1  , x < 0
1  ,     x > 0

    ϋχει  f ′(x = 0 ,∀x ∈ (−∞ , 0 ∪ (0 , +∞  , εντούτοισ η  f  δεν εύναι 

ςταθερό ςτο  (−∞ , 0 ∪ (0 , +∞  

 

7  Αν μια ςυνϊρτηςη εύναι ςυνεχόσ ςε ϋνα διϊςτημα Δ,  παραγωγύςιμη ςτο εςωτερικό του Δ και γνηςύωσ 
αύξουςα ςτο Δ, τότε δεν ιςχύει υποχρεωτικϊ  𝐟′(𝐱  >0  για κϊθε εςωτερικό ςημεύο  x  του  Δ.   

Πρϊγματι η ςυνϊρτηςη  f(x = x3  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ , αλλϊ δεν ιςχύει  f ′(x > 0                                        
αφού f ′(x = 3x2 ≥ 0 μιασ και  f ′(0 = 0 .                                                                                                                         

– Ομούωσ για την γνηςύωσ φθύνουςα με   f(x = −x3 

 

8) Σο αντύςτροφο του θεωρόματοσ Fermat δεν ιςχύει .                                                                                                                                  
Δηλαδό, αν μια ςυνϊρτηςη εύναι  παραγωγύςιμη ςτο  𝐱𝟎 ∈ (𝛂 ,𝛃  και 𝐟′(𝐱𝟎 = 𝟎 τότε  το  𝐱𝟎 δεν εύναι 
πϊντα θϋςη τοπικού ακροτϊτου   

Πρϊγματι η ςυνϊρτηςη  f(x = x3   ϋχει  f ′(0 = 0 , όμωσ το  0  δεν εύναι θϋςη τοπικού ακροτϊτου                                            
αφού η f εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ  

            

9  Αν f  ςυνεχόσ ςε ϋνα διϊςτημα Δ, δύο φορϋσ παραγωγύςιμη ςτο εςωτερικό του Δ  και                            
ιςχύει  𝐟′′ (𝐱 > 0  για κϊθε εςωτερικό ςημεύο x του Δ, τότε f κυρτό ςτο Δ.  Σο αντύςτροφο δεν ιςχύει . 

Δηλαδό, αν μια ςυνϊρτηςη f εύναι ςυνεχόσ ςε ϋνα διϊςτημα Δ,  δύο φορϋσ παραγωγύςιμη ςτο εςωτερικό 
του Δ και κυρτό ςτο Δ, τότε δεν ιςχύει υποχρεωτικϊ  f ′′ (x  >0  για κϊθε εςωτερικό ςημεύο  x  του  Δ.       
Πρϊγματι, η ςυνϊρτηςη  f(x = x4 ϋχει  f ′(x = 4x3, ϊρα η  f ′  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ℝ ,                                      
επομϋνωσ η f εύναι κυρτό ςτο ℝ , αλλϊ δεν ιςχύει  f ′′ (x > 0 αφού f ′′ (x = 12x2 ≥ 0 μιασ και  f ′′ (0 = 0 .                                                                                                                         

– Ομούωσ για την κούλη με  f(x = −x4 

 

10  Αν f  οριςμϋνη και  δύο φορϋσ παραγωγύςιμη ςτο  ℝ  και για κϊποιο  𝐱𝟎 ∈ ℝ και ιςχύει   𝐟′′ ( 𝐱𝟎 = 𝟎 , 
αυτό δεν ςημαύνει ότι το  𝐱𝟎 𝛆ύ𝛎𝛂𝛊 𝛉ϋ𝛔𝛈 𝛔𝛈𝛍𝛆ύ𝛐𝛖 𝛋𝛂𝛍𝛑ό𝛓 𝛕𝛈𝛓  𝐟  ( 2017 Ε       

Πρϊγματι , η ςυνϊρτηςη  f(x = x4 , με  f ′′ (x = 12x2   ϋχει  f ′′ (0 = 0 , αλλϊ το 0  δεν εύναι θϋςη ςημεύου 
καμπόσ τησ  f , γιατύ η ςυνϊρτηςη εύναι κυρτό ςτο ℝ και επομϋνωσ δεν ϋχει ςημεύα καμπόσ.           
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A. Εύρεςη πεδύου οριςμού ςυνϊρτηςησ 

1.1 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των παρακϊτω 
ςυναρτόςεων                                                                                                                

α) f(x = 
2x − 1

x2  + 2x − 3
                 β)  f(x =  

x + 4

 2x − 3 − 5
                                

γ)  f(x =  x2 − 3x − 4                                                                                             

δ) f(x = ln(−x2 + 3x + 10     ε) f(x =  
5x− 4

 3−  x + 1 
                                 

ζ)  f(x = 
ex

ln(x − 2 
 

1.2 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των παρακϊτω 
ςυναρτόςεων                                                                                                                

α) f(x = 
5x

  x  3  −  x  2  − 2x  
  β) f(x =  x + 1 +   3 − x                                   

γ)  f(x =  
x − 5

x + 2
                  δ)  f(x = 

5

3−  x − 2 
  

1.3 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των παρακϊτω 
ςυναρτόςεων                                                                                                                

α) f(x =  5 −  x + 1          β) f(x =   2x + 1 − 7                                                

γ) f(x = ln   
x + 2

x − 4
             δ) f(x = 

x + 1

x3  − 3x2  + x + 2
   

 

 

 

 

1.4 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των παρακϊτω 
ςυναρτόςεων                                                                                                                

α) f(x = 
1

x2 – x − 2
+  

5

x − 3
         β)  f(x =  x2 −  4             

γ)  f(x =  12 − x − x2               δ) f(x = ln(1 − x2  

1.5 Να  βρεύτε τα πεδύα οριςμού των παρακϊτω 
ςυναρτόςεων                                                                                                                

α) f(x = 
x−2

e2x  − ex  − 2
               β) f(x = 

4

 ln(x − 1  – 1 
                                                  

γ)  f(x = ln(ex − 1                  δ)  f(x =  
  ex  − 1  

ex  − 2
 

1.6 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των παρακϊτω    
ςυναρτόςεων                                                                                                                    

α) f(x =  
 4−  3 − x 

lnx
            β) f(x = log( x − 3                                                                                                

γ)  f(x =  
ex

  e  x  − e  − x             δ)  f(x =   x −  1 
 x−2

 

1.7 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των παρακϊτω 
ςυναρτόςεων                                                                                                                

α  f(x = 
 x − 7

x2− 9x + 8
                  β  f(x = 

 x3  − 8

2x  − 16
                         

γ  f(x = 
 x − 2

x2− 9x + 8
 + ln(81 − x2  

1.8 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των παρακϊτω 
ςυναρτόςεων                                                                                     

α  f(x = ln 
x − 1

x + 2
                        β  f(x = 

x2+ 1

lnx  − 1
                      

γ  f(x =  ln(x − 3  

1.9 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των παρακϊτω 
ςυναρτόςεων                                                                                     

α  f(x = 
5x − 7

2ημ x − 2ςυν  x
        β  f(x = 

x2+ 8

ςφ x −  3
           

γ  f(x = 
 x

εφx − 1
                  δ  f(x = 

ln(1 + x 

2x  − 1
          

ε  f(x = ln(x2 + x − 2 + ln 
x + 3

3 − x
 

 

 

Η ϋννοια τησ ςυνϊρτηςησ 
ειςόχθηκε ςτα μαθηματικϊ 
από τον  Leibniz το 1694.  
τον Euler ,το 1748, 
οφεύλεται ο όροσ 
“ςυνϊρτηςη” (function  
καθώσ και ο ςυμβολιςμόσ 
f(x). 
Ο LEONARD EULER                 
(1707–1783) 
όταν ο μεγαλύτεροσ 
μαθηματικόσ του 18ου 
αιώνα και ο 
παραγωγικότεροσ όλων 
των εποχών 

                       1. Η ϋννοια τησ υνϊρτηςησ 
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Domain of definition    
ό απλώσ domain                    
το πεδύο οριςμού                     
ςτα Αγγλικϊ 

 

1.10 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 
2x2+ 5x + 2

x3  + 8
                                                                

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                         

β  Να λύςετε την ανύςωςη  f(x ≥  
 1

 4 
                            

1.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ln  1 −
1

 x2                                                      

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                          
β  Να λύςετε την ανύςωςη  f(x < 0 

 

 

 

 

 

 

 

B. Σιμό υνϊρτηςησ ςτο  𝐱𝟎 

1.12 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x2 −  1 .                                                                                                                                                    
α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ  f                                                                                
και τισ τιμϋσ  f(−3   και  f(f(2)).                                                                                                 
β  Να λύςετε την εξύςωςη  f(x = 8 .                                                                                                                                                             
γ  Να βρεύτε την τιμό τησ παρϊςταςησ                                                 
  f(α+ β − f(α− β   

αβ
   με  α ,β ≠ 0     

1.13 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x =  
  x2  + 10x + 2α   

x3+ α
                                         

για την οπούα ιςχύει  f(1)=3 .                                                                                     
α  Να βρεύτε την τιμό του α και το πεδύο οριςμού                                  
τησ ςυνϊρτηςησ f                                                                                                  
β  Να λύςετε την ανύςωςη   f(x) ≤ 1. 

1.14 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = 
  ln(x + α   

ln(β − x 
                                                        

για την οπούα ιςχύει  f(−1) = 1 και  f(−6) = 0 .                                              
Να βρεύτε:                                                                                                                            
α  τουσ αριθμούσ  α  και  β                                                                                                                                                                                
β  το πεδύο οριςμού τησ  f             

 

 

  

  

Γ. υναρτόςεισ Πολλαπλού Σύπου 

1.15 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  

f(x =  
2x − 3  ,        αν          x ≤ 4

x2 − 1  ,          αν   4 < x ≤ 10
   .                                                            

Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ και                             
να υπολογύςετε τισ τιμϋσ  f(−3  , f(4  , f(10 . 

1.16 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  

f(x =  
x +  α  ,        αν − 6 ≤ x < −1

x2 +  β  ,   αν − 1 ≤ x < 7
                                                                   

για την οπούα ιςχύει  f(−2) = 5  και  f(5) = 24 .                                                                                                                                                                                                    
α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ  f                                                                                                                              
β  Να βρεύτε τουσ αριθμούσ  α  και  β                                                                                                                                                      
γ  Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f(−1) και  f(f(−3))                                                                                                                                                
δ  Να λύςετε την εξύςωςη  f(x) = 3 . 

1.17 Δύνεται η  f(x =  
αlnx + β ,   αν  x > 0
αex −  β  ,   αν x ≤ 0

                                                        

για την οπούα ιςχύει  f(0 = −1  και  f(1 = 3  .                                    
α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ  f                                                                                                                              
β  Να βρεύτε τουσ αριθμούσ  α  και  β   

1.18  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  

f(x =  
2 − x2   ,        αν    x ≤ 1
1 − x  ,             αν   x > 1

   .                                                            

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                              
β  Nα υπολογύςετε τισ τιμϋσ  f(1  , f f(4                                        

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f(ςυνα =  
7

 4 
      

Δ. Εύρεςη Σύπου υνϊρτηςησ –  
υναρτηςιακϋσ χϋςεισ 

1.19 Να βρεύτε τον τύπο ςυνϊρτηςησ f για την 

οπούα ιςχύει:  3f(x − 2f  
1
 x 
 = 5x2  ,∀ x ≠ 0 .                                    

1.20 Να βρεύτε τον τύπο ςυνϊρτηςησ f για την 
οπούα ιςχύει:                                                                                              
f(x + x ≤ 2x2 ≤ f(x + 1 − 3x − 1 , x ∈ ℝ   . 

1.21  Να βρεύτε τον τύπο ςυνϊρτηςησ f για την 
οπούα ιςχύει:  f(x + 2f(3 − x = 2x − 1 ,   x ∈ ℝ . 

1.22  Να βρεύτε τον τύπο ςυνϊρτηςησ f για την 
οπούα ιςχύει:  f(x + x ≤ x2 ≤ f(x + 1 − x ,  x ∈ ℝ.    

1.23 Δύνεται ςυνϊρτηςη f: ℝ → ℝ  για την οπούα 
ιςχύει  f(x) + 3 f(2 − x) = −4x  ,   x ∈ ℝ   .                              
Να βρεύτε :                                                                                            
α  την τιμό  f(1)                                                                                                                                                                                                 
β  τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ f 
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1.24 Να βρεύτε τον τύπο ςυνϊρτηςησ  f  για την                                                             
οπούα ιςχύει:                                                                                          
f(x + 3x ≤ x2 ≤ f(x − 2 + 7x − 10 , x ∈ ℝ       

1.25 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ∶ (0, +∞ → ℝ   για την                                                
οπούα ιςχύει   f(x ∙ y = f(x + f(y   ,   x , y > 0.                                                               
Να δεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                                           
α   f(1)=0                                                                                                                                                                                                        

β   f(y = −f  
1
 y 
   , y > 0                                                                                                                                                                            

γ   f  
x

 y 
 = f(x − f(y    ,    x , y > 0       

1.26 Να βρεύτε τον τύπο ςυνϊρτηςησ f  για την                                                       
οπούα ιςχύει :                                                                                       
f(x − 3 − 2f(1 − x = x2 − 2x  ,  x ∈ ℝ   .       

1.27 Να βρεύτε τον τύπο ςυνϊρτηςησ f  για την                                               
οπούα ιςχύει:  f 2(x = 4ex(f(x − ex    , x ∈ ℝ   .       

1.28 Να βρεύτε τον τύπο ςυνϊρτηςησ                                                  

f : ℝ − {0 , 1} → ℝ  με  f(x + 3f  
1

 x 
  = 

2x + 1

x − 1
  ,                                                         

x ∈ ℝ − {0 , 1} 

1.29 ύρμα μόκουσ 20 cm κόβεται ςε δύο τμόματα                             
Με το ϋνα από αυτϊ, μόκουσ x cm, καταςκευϊζουμε 
τετρϊγωνο και με το ϊλλο ιςόπλευρο τρύγωνο.                                
Να βρεύτε το ϊθροιςμα των εμβαδών των δύο                          
ςχημϊτων ωσ ςυνϊρτηςη του x  (χολικό  

1.30 το παρακϊτω ςχόμα το ΕΒΓΔ εύναι                                                       
τετρϊγωνο πλευρϊσ 2  και  ΑΒ = 1.                                                                    
Να εκφρϊςετε το εμβαδόν του γραμμοςκιαςμϋνου                                                     
χωρύου ςυναρτόςει του  x , όταν το ςημεύο Μ                                    
διαγρϊφει το ευθύγραμμο τμόμα ΑΓ.(χολικό  

 

 

 

1.31 Ένα ορθογώνιο ΚΛΜΝ με ύψοσ  x cm  εύναι 
εγγεγραμμϋνο ςε τρύγωνο ΑΒΓ βϊςησ  ΒΓ = 10 cm                                
και ύψουσ  ΑΔ = 5 cm                                                                                              
Να εκφρϊςετε το εμβαδόν Ε και η περύμετροσ Ρ                                          
του ορθογωνύου ωσ ςυνϊρτηςη του x (χολικό   

  

 

 

Ε. Γραφικό Παρϊςταςη υνϊρτηςησ 

1.32 Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ με τουσ ϊξονεσ                                    
των γραφικών παραςτϊςεων των ςυναρτόςεων:                                    
α  f(x = x2 + 2x − 8      β   f(x =  2x − 1 − 5                                          
γ   f(x = ln(x − 2                                                                                                

δ  f(x = ex + 2                  ε   f(x = 
x2  + x − 6

x − 2
 

1.33  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ με τουσ ϊξονεσ                                    
των γραφικών παραςτϊςεων των ςυναρτόςεων:                                    
α  f(x = ln2x − lnx                β  f(x = x3 − 3x2 + 4                                                   

γ  f(x = e2x − 3ex + 2         δ  f(x = ex2− x−2 − 1            

1.34  Να βρεύτε την ςχετικό θϋςη με τον ϊξονα x’x                       
των γραφικών παραςτϊςεων των ςυναρτόςεων:                              
α   f(x =  −2x2 + 5x + 3                                                                               

β  f(x = x3 − 2x2 − 5x + 6   γ  f(x =  
9x2 − 9x − 4

3x + 1
             

1.35 Να βρεύτε τα διαςτόματα ςτα οπούα η Cf                                              
βρύςκεται πϊνω από τον ϊξονα x’x :                                                                 
α  f(x = x3 − 4x                      β  f(x = 1 − lnx                                
γ  f(x = 2ex − 2 

1.36 Να βρεύτε τα διαςτόματα ςτα οπούα η Cf                                              
βρύςκεται κϊτω από τον ϊξονα x’x :                                                                 

α  f(x = 
x + 1

x3− 3x2− 4x + 12
                                                

β  f(x = ln(x + 1 + ln(1 − x) 

1.37 Δύνεται ςυνϊρτηςη f: ℝ → ℝ  για την οπούα 
ιςχύει  f 3(x − 2f 2(x + 4f(x = −x2 + x − 1 .          
Να αποδεύξετε ότι η  Cf   βρύςκεται κϊτω από τον 
ϊξονα των x’x  

1.38 Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ των γραφικών 
παραςτϊςεων των ςυναρτόςεων:                                                                 
α  f(x = x3 + 3x2 − 2x + 1  και   g(x = x2 + x + 1                                                                                                                         
β  f(x = x3  και  g(x = x2 + x − 1                                                                                                                                                         
γ  f(x) = x lnx − 2x  και  g(x) = x                                                                                                                                                                      

δ  f(x = 32x+5  και  g(x = 3x+2 +  2      

1.39  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ των γραφικών 
παραςτϊςεων των ςυναρτόςεων:                                                                 

α  f(x = x2 − 3x + 2    ,     g(x = 
6

 x 
                                                                                                                                         

β  f(x = x + 1 + 
1

 x + 1 
       ,   g(x = x2 + x + 2      
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1.40 Να βρεύτε την ςχετικό θϋςη των γραφικών 
παραςτϊςεων  f  και  g  :                                                                                   
α  f(x = x3 + x   και   g(x = 3x2 − 2                                                                                                                                                     
β  f(x = ln2x    και  g(x = lnx + 2                                                                                                                                                          
γ   f(x = g(x + x2 − 1      ,  x ∈ ℝ   .    

1.41 Να βρεύτε τα διαςτόματα ςτα οπούα η Cf                                                        
βρύςκεται πϊνω από την Cg  όταν :                                                   

α  f(x = x2    και   g(x = 6x − 8                                                                                                                                            
β  f(x = x3 − 3x2 − 2   και   g(x = x2 − 4x + 1                                                                                                               
γ  f(x = x2 − ex   και   g(x = x2ex − 1                                                                                                                                                                                                                                                                                  

1.42 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = 
x − 1

x2 – x − 12
   .                                     

Να βρεθούν:                                                                                                                  
α  το πεδύο οριςμού τησ f                                                                                                                                                                           
β  τα ςημεύα ςτα οπούα η  Cf  τϋμνει τουσ ϊξονεσ                                                                                                                                  
γ  τα διαςτόματα ςτα οπούα η  Cf  βρύςκεται πϊνω                                            
από τον ϊξονα  x’x 

1.43 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f(x = 
  x2  + x + 3  

x − 2
                                             

και   g(x = x2 + 2x . Να βρεθούν:                                                                        
α  τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  ,  Cg                                                                                                                                                                    
β  τα διαςτόματα που η   Cg  βρύςκεται πϊνω                                                            
από την  Cf                                                                                                                  

1.44  Δύνονται οι ςυναρτόςεισ :                                                             

f(x = 4x − 2x+1  και   g(x = 2x+1 − 8 .                                                
Να βρεθούν:                                                                                                                          
α  τα κοινϊ ςημεύα των  Cf ,  Cg                                                                                                                                                                    
β  τα διαςτόματα που η   Cf  βρύςκεται πϊνω                         
από την  Cg  

1.45 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 − x + 2   και                                              
η ευθεύα  ε : 6x − y − 4 = 0. Να βρεθούν:                                                                        
α  τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  και τησ ε                                                                                                                                                                    
β  τα διαςτόματα   Cf  βρύςκεται πϊνω από την ε . 

1.46 Δύνεται η   f(x =  
ex − 1  ,        αν   x ≤ 0
lnx  ,               αν   x > 0

                                                           

Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα τησ Cf   :                                                         
α  με τον ϊξονα x’x                                                                                                                                                                       
β  με την ευθεύα   y = 1 

1.47 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 
λx + 5

x2 + λx + 1
                                                                                                                    

α  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ώςτε η ςυνϊρτηςη                                                      
να ϋχει πεδύο οριςμού το ℝ                                                                                     
β  Να βρεύτε την τιμό του λ για την οπούα η  Cf                                                   
διϋρχεται από το ςημεύο  Α(1 , λ + 1  

 

1.48 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ :                                                             
f(x = x3 + 2α  και  g(x = 2βx2 + 5x  , α, β ∈ ℝ  .                                                                   
Να βρεθούν  οι αριθμού α , β ώςτε οι  Cf   και  Cg                                
να ϋχουν κοινϊ ςημεύα πϊνω ςτισ ευθεύεσ                                                       
x = 1 και x = −2.  Κατόπιν να βρεθούν όλα τα                                         
κοινϊ ςημεύα των γραφικών παραςτϊςεων  Cf ,  Cg               

1.49 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x2 + αx + β                                                                     
και  g(x = x3 − 3x2 + β − 6α  , με  α ,β ∈ ℝ  .                                                    
Αν η Cf  τϋμνει τον ϊξονα  x’x ςτο  −3  και η  Cg                                                       
τϋμνει τον ϊξονα  y’y ςτο   −6  να βρεύτε :                                                                                        
α  τουσ αριθμούσ α και β                                                                                                                                                                                    
β  τα ςημεύα τομόσ  των   Cf  , Cg  

1.50 Η γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ                                                          
f(x = (x − α ex + β τϋμνει τον ϊξονα  y’y ςτο                                            
ςημεύο με τεταγμϋνη 1  και την ευθεύα  x = 1                                                        
ςτο ςημεύο με τεταγμϋνη 2 . Να βρεύτε :                                                          
α  τισ τιμϋσ των α και β                                                                                                                                                              
β  τα κοινϊ ςημεύα τησ  Cf   με την ευθεύα  y = 2x 

1.51 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                                            
f(x = x2 + αx + α − 4 ,α ∈ ℝ .                                                                                                                  
Αν η  Cf   διϋρχεται από το ςημεύο Μ(−3 , 5  ,                                                                      
να βρεύτε :                                                                                                                   
α  τον πραγματικό αριθμό α                                                                                                                                                                     
β  τα ςημεύα τομόσ τησ Cf  με τουσ ϊξονεσ                                                                                                                                               
γ  τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με την                                                                     
γραφικό παρϊςταςη τησ   g(x = −4x + 1         

1.52  Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                               
f(x = ln(x2 − 2x + α) ,α ∈ ℝ .                                                                                                                                                
Αν η  Cf   διϋρχεται από την αρχό των αξόνων ,                                                 
να βρεύτε:                                                                                                                                     
α  τον πραγματικό αριθμό α                                                                                                                                                                     
β  το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ f                                                                                                                                                    
γ  τα διαςτόματα ςτα οπούα η  Cf   βρύςκεται                                                              
κϊτω από τον ϊξονα  x’x                                                                                          
δ  τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με την ευθεύα  y = 2ln3 .  

1.53 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                                                   

f(x =  
x2 + α  ,                   x ≤ 1
 x − 2 + α + 1  , x > 1

 .                                                                                                                              

Αν η  Cf  διϋρχεται από το ςημεύο  Μ(−3 , 5   ,                                         
να βρεύτε :                                                                                                                                                 
α  τον πραγματικό αριθμό α                                                                                                                                                                       
β  τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με τουσ ϊξονεσ     
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1.54 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ln 
α  − x

α  + x
                                                 

Αν η  Cf   διϋρχεται από το ςημεύο Μ(1 ,−ln3  ,                                                                      
α) Να βρεύτε :                                                                                                                   
α1  τον πραγματικό αριθμό α                                                                                                                                                                     
α2) το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                           
β  Να δεύξετε ότι η f εύναι περιττό.                                                   
γ  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf                                                                   
με τουσ ϊξονεσ            

1.55 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f: ℝ∗ → ℝ                                                                 

ώςτε :   2xf(x − x f  
1
 x 
 = x2 − 3x − 4  , x ∈ ℝ∗ .                                                                 

Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                           
α  τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                                                                                                                                                                   
β  τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf  με τουσ ϊξονεσ                                                                                                                                             
γ  τα διαςτόματα ςτα οπούα η  Cf   βρύςκεται                                                
πϊνω από τον ϊξονα  x’x     

1.56 Δύνεται ςυνϊρτηςη f: ℝ → ℝ  για την οπούα                                       

ιςχύει   f  
x
 e 
 ≤ lnx ≤ f(x − 1  , x > 0 Να βρεύτε :                               

α) τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                                                                                                                                                                   
β) τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf  με τουσ ϊξονεσ        

1.57 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g :  ℝ → ℝ                                              
ώςτε να ιςχύει  f(8 − 3x + f(x = 2g(x)   ,  x ∈ ℝ  .                                           
α  Να δεύξετε ότι οι  Cf  , Cg   ϋχουν κοινό ςημεύο                                                                                                                 

β  Αν  3f(x − 2f(2 − x = 2x − x2 , ∀x ∈ ℝ ,                                   
να βρεύτε τουσ τύπουσ των f , g                                                                                    
και το κοινό ςημεύο .                                                                                                                                                                                

1.58 Δύνεται ςυνϊρτηςη f: ℝ → ℝ  ώςτε να ιςχύει           

f 3(x − 2f 2(x + 5f(x = −e2x − ex , x ∈ ℝ   .                          
Να δεύξετε ότι η Cf   βρύςκεται κϊτω από τον                        
ϊξονα  x’x 

1.59  το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό                       
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f.         

                                                                                                                
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ f                                                                                                                                                          
β) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                          
γ) Να βρεύτε το f(−1)                                                                                                                                                                                   
δ) Να λύςετε την εξύςωςη f(x)=0                                                                                                                                                              

 

ε) Να λύςετε τισ ανιςώςεισ  f(x)>0  και  f(x)<0 .                                                                                                                                 
ζ) Να εξετϊςετε αν το   −1  εύναι τιμό τησ                                                              
ςυνϊρτηςησ . 

1.60  το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό                        
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f.            

                                                                                                                
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ f                                                                                                                                                          
β) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                          
γ) Να βρεύτε το f(2)                                                                                                                                                                                                                                                                             
δ) Να λύςετε την εξύςωςη f(x) = 0                                                                                                                                                               
ε) Να λύςετε τισ ανιςώςεισ  f(x) > 0  και  f(x) < 0 .                                                                                                                                 
ζ) Να εξετϊςετε αν το 0 εύναι τιμό τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                                                          

1.61 το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό                      
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f.                          

                                                                                                         
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ f                                                                                                                                                          
β) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
γ) Να λύςετε τισ εξιςώςεισ  f(x) = 0 , f(x) = 2                                                
και f(x) =  −2  ,                                                                                                                                                             
δ) Να λύςετε τισ ανιςώςεισ  f(x) > 0  και  f(x) < 0,    
f(x ≤ 2    , f(x < −2     
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1.62 το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό                               
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f.                                                                                                      

α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ f                                                                                                                                                          
β) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                          

γ) Να βρεύτε την τιμό   f f(−2                                                                                                                                                                  

δ) Να λύςετε την εξύςωςη  f(x) = 2                                                                                                                                                             
ε) Να λύςετε την ανύςωςη  f(x ≥ 0                                   
 και την f(x < 2            

1.63  το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό                                       
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f.                        

                                                 
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ f                                                                                                                                                          
β) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                          
γ) Να βρεύτε τισ τιμϋσ f(7) , f f(4    και  f f(6                                                                                                                                                                

δ) Να λύςετε την εξύςωςη  f(x) = 0   ,   f(x) =  −2                                                                                                                                                         
ε) Να λύςετε την ανύςωςη   f(x < 0         

1.64 Να προςδιορύςετε την ςυνϊρτηςη f τησ                                         
οπούασ η γραφικό παρϊςταςη εύναι: (χολικό                             

 

 

 

 

 

 

1.65  το παρακϊτω ςχόμα φαύνονται οι                                  
γραφικϋσ παραςτϊςεισ  των ςυναρτόςεων f και g    

                                                                                                            
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμού και το                                                                
ςύνολο τιμών των ςυναρτόςεων  f , g                                                                             
β) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f g(0    , g f(0                                                                                                                                                   

γ) Να λύςετε την εξύςωςη  f(x) = g(x)                                                                                                                                                       
δ) Να λύςετε την ανύςωςη f(x) > g(x)                                                                                                                                                      
ε) Να λύςετε την ανύςωςη  g(x) ≤ 0   

 

Σ. Ιςότητα υναρτόςεων 

1.66 Να εξετϊςετε αν εύναι ύςεσ οι ςυναρτόςεισ                                                                                                                                   

α   f(x =  
  e3x  − 2xex   

xex      και       g(x = 
  e  2x   

x
 −2                                                                                                                                         

β   f(x =  
x2− 4

x2 + 2 x 
  , g(x = 1 − 

2

 x 
       

1.67  Να εξετϊςετε αν εύναι ύςεσ οι ςυναρτόςεισ                                                                                                                                   

α   f(x =  
  x − 1  

x + 1
     και       g(x = 

x2− 1  

(x+1 2                                                                                                                                          

β   f(x =  
x2− 16

x2 − 4 x 
  , g(x = 1 + 

4

 x 
                                                                         

γ  f(x =  x + 3        ,    g(x = 
x − 9  

 x − 3
  

1.68 Να αποδεύξετε ότι εύναι ύςεσ οι ςυναρτόςεισ                            

f(x =  
 x3  − 8  

x2+ 2x + 4
  , g(x = (x + 3 2 − x2 − 5x − 11 

1.69 Να εξετϊςετε ςε ποιεσ από τισ παρακϊτω                              
περιπτώςεισ εύναι f = g. την περύπτωςη που                                      
εύναι  f ≠ g   να προςδιορύςετε το ευρύτερο                                             
δυνατό υποςύνολο του  ℝ                                                             
ςτο οπούο να  ιςχύει   f(x) = g(x)                                                        

α  f(x =  x2 − x − 6  και  g(x =  x + 2 x − 3                                                                                                                                

β  f(x = 
x2  + 4x + 3

x2− 1
   ,   g(x =  

x2  − 9

x2  − 4x + 3
                                                                                                                                                 

γ  f(x = ln  
 x2

1 − x
    και   g(x = 2lnx − ln(1 − x)       
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1.70 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ                                            
για τισ οπούεσ ιςχύει   (f(x + g(x) 2 = 4f(x ∙ g(x .                                                                 
Να δεύξετε ότι  f = g    

1.71 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ∗  → ℝ                                                     
για τισ οπούεσ ιςχύει :                                                                                

 f(x  
2

+ g(x  
2

2x
 = f(x + g(x − x  , ∀ x ≠ 0 .                                                                

Να δεύξετε ότι  f = g    

1.72 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ                                       
για τισ οπούεσ ιςχύει                                                                         
f 2(x + g2(x + 8x2 ≤ 4x(f(x + g(x)  .                                                   
Να αποδεύξετε ότι οι ςυναρτόςεισ  f ,  g εύναι ύςεσ. 

1.73 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β , γ  για τισ                                 
οπούεσ οι ςυναρτόςεισ                                                                                    
f(x = αx2(x − 1 + βx(x − 2 + γ                                                                          
και  g(x = x3 + 3x2 − 8x + 5  εύναι ύςεσ . 

1.74 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                    

  f(x =  
λx2  – 3x + λ

x − λ2     και                                                                                

g(x =  
x2− (λ  + 2 x + 2λ  −1

x −3λ  + 2
                                                                              

Να βρεύτε για ποια τιμό του λ οι ςυναρτόςεισ                                         
f και  g  εύναι ύςεσ. 

1.75 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                    

  f(x =  
(λ  + 1 x − 2λ  − 1

x − 2λ2 + λ  − 2
    και                                                                                

g(x =  
 (1 − λ 8+ λ x + (λ  − 3 5  − 4

x − λ2− 2λ
                                                         

Να βρεύτε για ποια τιμό του λ οι ςυναρτόςεισ                                         
f και  g  εύναι ύςεσ. 

1.76 Να βρεθεύ ο  λ ∈ ℝ  ώςτε να εύναι ύςεσ οι                                 

ςυναρτόςεισ   f(x = 
  −λx3+ 3x – 4  

x2− λx + 4
                                                                                           

και  g(x =  −λx − 1                                                                                                                                                                                                                                    

1.77 Να βρεύτε τα α , β ∈ ℝ , ώςτε οι ςυναρτόςεισ                                              

f(x =  
x2− αx + β

x – α  + 2
  και                                                                  

g(x =  
x2  –(α  + β  − 1 x  + 2α  − 3

x + β−1
   να εύναι ύςεσ. 

1.78 Να βρεύτε τα α , β ∈ ℝ , ώςτε οι ςυναρτόςεισ                                    

f(x =  
2x + 5

x2− 7x + 10
   και  g(x = 

α

x − 2
+

β

x − 5
                                                     

να εύναι ύςεσ  

 

1.79 Δύνεται η  f(x = α − 5 − 
α

   x   
  ,  α ∈ ℝ  τησ                               

οπούασ η  Cf  διϋρχεται από το ςημεύο Μ(−3 ,−1).                                                                                                                                                                                                                                                                       
α Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ                                               
καθώσ και τον αριθμό α .                                                                                 
β Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ Cf με τουσ ϊξονεσ                                                                                                                                          
γ Να βρεύτε για ποια τιμό του x  η Cf  βρύςκεται                           
πϊνω από την γραφικό παρϊςταςη τησ                                                                      
g(x =  x − 4 .                                                                                              
δ  Να εξετϊςετε αν οι ςυναρτόςεισ  f                                                                

και   h(x =  
x2  − 36

  x2 + 6 x   
    εύναι ύςεσ .                
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Ζ. Πρϊξεισ μεταξύ υναρτόςεων 

1.80 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                

f(x =  x − 1  και   g(x =   
x2− 4

x2− 3x
 .                                                                                                                   

Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ  f + g , f ∙ g ,  
 f 

g
 

1.81 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                  

f(x =  x − 1  και  g(x =  6 − x .                                                                                                    

Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ  f + g , f ∙ g ,  
 f 

g
     

1.82 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                      

f(x =  x − 1  και  g(x =  2 − x .                                                                                                    

Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ  f + g , f ∙ g ,  
 f 

g
     

1.83 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = 
x2− 9

x + 2
                                                                                   

και  g(x =   
x − 1

x2− x − 6
                                                                          

Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ  f + g , f ∙ g ,  
 f 

g
 

1.84 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                             

 f(x = 
x

 lnx  
    και   g(x =  1 − 2x .                                                                                                      

Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ  f + g , f ∙ g ,  
 f 

g
 

1.85 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                         
f(x = lnx − 3  , g(x = ex − 2 .                                                                            

Να λύςετε την ανύςωςη:   
 f 

g
  (x ≥ 0 

1.86 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                 

 f(x = 1 + 
1

 x 
    και   g(x =  

x

1 − x
                                                                                                     

Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ  f + g , f ∙ g ,  
 f 

g
                                       

(χολικό  
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Α. Οριςμόσ ύνθεςησ υναρτόςεων 

2.1 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                         

f(x =  2 − x  και  g(x = x2 + 2x − 6 .                                                              
Να ορύςετε την fog . 

2.2 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                             

 f(x =  
 x + 1 

x + 2
   , g(x) = 

 x − 3 

x − 2
                                                                                                                               

Να ορύςετε, αν ορύζονται, τισ ςυναρτόςεισ                                                       
fog , gof , fof. 

2.3 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                            

 f(x =  
 2x − 1 

x + 1
   , g(x) = 

 x − 1 

x 
 .                                                                          

Ιςχύει  fog = gof  ;                                                                                                                              

2.4 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  g(x = 
  x + 3  

x − 2
 .                                                        

Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  gog . 

2.5 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                                        

f(x =  2 − x  και  g(x = lnx .                                                                                                              
Να ορύςετε, αν ορύζονται, τισ ςυναρτόςεισ                                                           
fog  και  gof 

2.6 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                                        

f(x =  x − 2  και  g(x = ln(6 − 2x  .                                                                                                              
Να ορύςετε, αν ορύζονται, τισ ςυναρτόςεισ                                                           
fog  και  gof 

2.7 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                                      

f(x = lnx  και  g(x =  
 x  

1 − x 
   .                                                                       

Να ορύςετε την fog .     ( ΘΕΜΑ  2017                                             

2.8 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                                        

f(x = 
 x  

x + 1 
 και  g(x =  2x + 8 .                                                                                                              

Να ορύςετε, αν ορύζονται, τισ ςυναρτόςεισ                                                           
fog  και  gof 

2.9 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                                   

f(x =  2x − 1  και  g(x = ln(9 − x2  .                                                             
α  Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  gof .                                                   
β  Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ τησ  γραφικόσ                         
παρϊςταςησ τησ  gof  με τον ϊξονα x’x     

 

 

 

 

                                                                                                    

2.10 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = 
ex

 ex  – 1 
                                              

και   g(x = ln(x − 1)                                                                                                            
Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ fog , gof , fof. 

2.11 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                         
f(x = x − 1  και  g(x = x2 − 2x + 3 .                                                        
Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των γραφικών                                 
παραςτϊςεων  fog  και  gof . 

2.12 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                         
f(x = 2x + α  και  g(x = 3x + 2α ,α ∈ ℝ .                                       
Αν οι γραφικϋσ τουσ παραςτϊςεισ τϋμνονται πϊνω 
ςτην ευθεύα  x = 1 , να βρεύτε τον αριθμό  α                                  
και να δεύξετε ότι  fog = gof  

2.13 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ . Να 
αποδεύξετε ότι :                                                                                                      
α   αν οι ςυναρτόςεισ  f , g εύναι περιττϋσ , τότε         
και η fog  εύναι περιττό .                                                                                     
β   αν η ςυνϊρτηςη f  εύναι ϊρτια  και η g εύναι 
περιττό , τότε η  fog εύναι ϊρτια . 

2.14 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = 
x2− 4x + 3

x – 3 
                        

και  g(x = ln(x − 1)                                                                     
α  Να βρεύτε τα πεδύα οριςμού των ςυναρτόςεων 
και να απλοποιόςετε τον τύπο τησ f                                    
β  Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη   gof                                                                                                                                             
γ  Να βρεύτε τα διαςτόματα ςτα οπούα η Cgof    

βρύςκεται κϊτω από τον ϊξονα x’x                                                                                                      

2.15. Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
x + α

   x + 1  
  ,   α ∈ ℝ 

τησ οπούασ η  Cf  διϋρχεται από το ςημεύο  Μ(−2 , 3).                                   
α) Να βρεύτε τον αριθμό  α                                                                                                                                                                                 
β) Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  fof                                                                                                                                                            
γ) Να εξετϊςετε αν οι ςυναρτόςεισ  

(fof (x   και  g(x =  
−x − 1

x2+ x
  εύναι ύςεσ 

 

 

 

 

                             2. ύνθεςη υναρτόςεων 
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Composite function                   
of  f  and  g ,                                          
η ςύνθεςη τησ f με                     
την g  ςτα Αγγλικϊ 

 

2.16 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
x2− α

   x + 1  
 , α ∈ ℝ                             

τησ οπούασ η  Cf  τϋμνει τον ϊξονα x’x ςτο ςημεύο                                    
με τετμημϋνη 1                                                                                                                  
α) Να βρεύτε τον αριθμό  α                                                                                                                                                                                 
β) Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  fof                                                                                                                                                            
γ) Να εξετϊςετε αν οι ςυναρτόςεισ                                            

(fof (x   και  g(x =  
x2− x

x + 1
  εύναι ύςεσ 

2.17 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ∶  (0 , +∞ → ℝ                                            

για την οπούα ιςχύει   2f(x − f  
1 
 x 
 = lnx3 , x > 0.                                                  

α  Να βρεύτε τη ςυνϊρτηςη  f .                                                                                                                                                                  

β  Αν g(x =  
  ex  + 2  

ex  − 1
  να βρεύτε τη ςυνϊρτηςη                                                

gof  καθώσ και τα ςημεύα τομόσ τησ με τουσ ϊξονεσ . 

2.18 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                                   
f(x = ln(1 − ex   και  g(x = lnx2  .                                                             
Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  fog . 

2.19 Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  gof  αν :                                                                            

α  f(x = x2   και  g(x =  x                                                                                                

β  f(x = ημx  και  g(x =  1 − x2   (χολικό  

2.20 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                                        

f(x = x2 + 1  και  g(x =  x − 2 .                                                                                                              
Να ορύςετε, αν ορύζονται, τισ ςυναρτόςεισ                                                           
fog  και  gof   (χολικό  

 

 

 

 

 

Β. Αποςύνθεςη  υναρτόςεων 

2.21 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ                                          
ώςτε  (fog (x = 3x2 − 6x + 10 και f(x = 3x + 1                          
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) . 

2.22 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ                                          
ώςτε  (fog (x = ημ2x + x4 + 1 και f(x = 2x − 5                          
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) . 

 

 

2.23  Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ                                          

ώςτε  (fog (x = x2 + 4 και f(x = e2x−5                          
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) . 

2.24 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ                                                                 
για τισ οπούεσ ιςχύει                                                                                                   
(gof (x = 4x2 + 4  και  f(x = 2x − 1 .                                          
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) . 

2.25 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f και g : ℝ → ℝ                                      
ώςτε  (fog (x = 2x + 1  και f(x = lnx , x > 0  .                                  
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) . 

2.26 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ                                  

ώςτε να ιςχύει  (fog (x = x + 8  και f(x = ex+1 .                                        
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) . 

2.27 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ                                             
ώςτε να  ιςχύει                                                                                
(fog (x = 4x2 − 14x + 13  και g(x = 2x − 3 .                                   
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  f(x) . 

2.28 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ                                                            
ώςτε να  ιςχύει                                                                                           
(fog (x = 2x2 − 11x + 16  και g(x = x − 3 .                             
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  f(x) . 

2.29 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ                                                    
για τισ οπούεσ ιςχύει                                                                                                                      

(fog (x =  
2 − x

  2 + x  
 , x > 0 και g(x = lnx .                                                                                  

 Να βρεύτε  την ςυνϊρτηςη  f(x) . 

2.30 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x), αν                                            

(gof (x = 
x

2x2+ 2x + 1
  και  f(x = 2x + 1   

2.31 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  f(x), αν                                            

(gof (x = 
2x − 1

x2− x + 1
  και  g(x = x − 2   

2.32 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ                                                  
ώςτε να  ιςχύει                                                                               
(fog (x = 4x2 − 1  και g(x = 2x + 1                                               
α  Να βρεύτε   την ςυνϊρτηςη  f(x) .                                                                                                                                       
β  Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  fof  

2.33 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  f(x)                                              
αν  f(ex = 3x2 − 2x + 4 ,  x ∈ ℝ             

2.34 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  f(x)                                                                    
αν  f(2x − 1 = 4x2 − 6x + 3  ,  x ∈ ℝ          
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2.35  Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  f(x)                                                                                                   
αν  f(lnx = x2 + 3lnx + 1  , x > 0                                                                         

2.36 Έςτω η ςυνϊρτηςη f  για την οπούα ιςχύει:                                      
f(2x − 3 = x2 − 3x + 2  ,  x ∈ ℝ . Να βρεύτε :                                         
α  τον τύπο τησ  f                                                                                                                                    
β  τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf  με τουσ ϊξονεσ                                      

2.37 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  με                            
(gof (x = 3x2 − 6x + 10  και  g(x = 3x − 2 .                             
Να βρεύτε  :                                                                                                                     
α  τη ςυνϊρτηςη  f                                                                                                                                                                                                    
β  τα  x  για τα οπούα η Cf  βρύςκεται πϊνω                                 
από την  Cg  

2.38 Δύνονται οι f(x = lnx , g(x =  
α  − x

x + 3
   , α ∈ ℝ                                                                                        

Αν η  Cg  διϋρχεται από το ςημεύο  Α(−5 ,−4) :                                                                                                                                      
α  να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό  α                                                                                                                                                     
β  να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  fog                                                                                                                                                              
γ  να αποδεύξετε ότι η  fog  εύναι περιττό  

2.39 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) ώςτε να ιςχύει                                      
α  (gof (x = 4x2 − 2x + 1  και  f(x = 1 − 2x                                                            

β  (gof (x = x + 2 και  f(x = ex − 1 

2.40 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) ώςτε να ιςχύει                                      
α  (fog (x = x2 + 3  και  f(x = x3 − 1                                                            
β  (fog (x = 9x2 − 3ημx + 1 και  f(x = 3x + 1 

2.41 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  f(x) ώςτε να ιςχύει                                      
α  (fog (x = x2 + 2x + 2 και g(x = x + 1                                                            

β  (fog (x =  1 + x2 και g(x = −x2  (χολικό  

2.42 Δύνεται η  ςυνϊρτηςη  f(x = ln 
1 + x

1 − x
                                                       

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ  f                                                                               
β  Να δεύξετε ότι η f  εύναι περιττό                                                                                      
γ  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με την                                     

ευθεύα  y = f f(0                                                                                                                                                                   

δ  Αν επιπλϋον ιςχύει  (gof (x = 
1 + x

1 − x
  να βρεύτε                        

να τον τύπο τησ  g 

 

 

 

 

 

 

Γ. Εύρεςη Πεδύου Οριςμού ύνθεςησ 

2.43 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : [−2 , 1] →  ℝ .                                               
Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ   f(2x − 3)  

2.44 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : [0 , 1] →  ℝ .                                      
Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ ςυνϊρτηςησ f(lnx)  

2.45 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : (0 , 1] →  ℝ .                                             
Να βρεύτε το πεδύο οριςμού των ςυναρτόςεων :                                 
α  f(3x − 2)               β  f(lnx)                γ  f(ex  

2.46 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : [−1 , 4] →  ℝ .                                                  
Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ                                                  
ςυνϊρτηςησ  g(x)=f(x2 − 5) 

2.47 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : [1 , 9] →  ℝ .                                             
Να βρεύτε το πεδύο οριςμού των ςυναρτόςεων :                                 
α  h(x = f(4x2 − 7)               β  g(x) = f(lnx)                
γ  φ(x = f(3 − x   

 

Δ. Εύρεςη  τιμόσ   𝐟(𝐱𝐨   όταν                            
εύναι  γνωςτό  η  fof 

2.48 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f: ℝ → ℝ  για την                                          
οπούα ιςχύει  (fof (x = 3x − 2 , x ∈ ℝ .                                                       
Να βρεύτε την τιμό f(1). 

2.49 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f: ℝ → ℝ  για την                                              
οπούα ιςχύει  (fof (x = x2 + x , x ∈ ℝ .                                                                     
Να βρεύτε την τιμό f(0). 

2.50 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f: ℝ → (0 , +∞   για την                                     
οπούα ιςχύει  (fof (x = 3x2 + 2x − 80 , x ∈ ℝ .                                  
Να βρεύτε την τιμό f(5).                                                                

2.51 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f: ℝ → ℝ  για την                                               
οπούα ιςχύει  (fof (x = 3x + 4 , x ∈ ℝ .                                                              
α) Να δεύξετε ότι   f(3x + 4  = 3f(x + 4 , x ∈ ℝ .                                                                                                                             

β) Να υπολογύςετε την τιμό  f(−2) . 
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Ε. Εύρεςη  Μεταβλητών                                                                 
ςτην  ύνθεςη 

2.52 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                       
f(x = αx − 1  και  g(x = 7x − α ,α ∈ ℝ .                                                           
Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του α                                                                      
οι ςυναρτόςεισ  fog  και  gof  εύναι ύςεσ. 

2.53 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                                              
f(x = αx + 1 , g(x = (3α − 2 x + α2 − 1 ,α ∈ ℝ .                                                        
Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ   του α  ιςχύει  fof = g . 

2.54  Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                                
f(x = 2x − 1  και  g(x = 3αx + 1 ,α ∈ ℝ .                                                                                     
Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του α                                                                              
οι ςυναρτόςεισ  fog  και  gof  εύναι ύςεσ.       

2.55 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = 2x + 3,                                                                           
g(x = αx2 + βx + γ  , h(x = 4x2 + βx + 2γ .                                                                                                               
Να προςδιορύςετε τουσ αριθμούσ α , β , γ                                                               
για τουσ οπούουσ ιςχύει  gof = h  

2.56 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 
  3 − αx  

2 − x
 .                                                                                                                                          

Να βρεθεύ ο  α ∈ ℝ ώςτε για κϊθε  x ≠ 2                                          
να ιςχύει  (fof (x = x .  

2.57 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                                
f(x = x + 1  και  g(x = αx + 2 ,α ∈ ℝ .                                                                                     
Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του α                                                                              
οι ςυναρτόςεισ  fog  και  gof  εύναι ύςεσ. (χολικό       
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Α. Τπολογιςμόσ  Παραγώγων                    
Βαςικών  υναρτόςεων 

3.1 Να βρεθούν οι παρϊγωγοι των ςυναρτόςεων                                                                                                         
α) f(x = 3x + 7            β) f(x = x2 + 5x + 2016                                 
γ) f(x = x3 + 4x2 − 2x + 1                                                                            

δ) f(x = 3ex + 2lnx + 7 x                                                                 

ε) f(x = 3ςυνx + 2ημx +  
4

 x 
 −2x 

3.2 Να βρεθούν οι παρϊγωγοι των  ςυναρτόςεων                                                                                                         
α) f(x = xex                      β) f(x) = xlnx                                         
γ) f(x = x2ημx                                                                                                                          
δ) f(x = x3lnx                  ε)  f(x = (x2 − 2x ex 

3.3 Να βρεθούν οι παρϊγωγοι των ςυναρτόςεων                                                                                                         

α) f(x = 
2x

x + 1
                      β) f(x = 

3x − 1

2x + 5
                                     

γ)  f(x = 
x2  − 3x

2x + 3
                 δ)  f(x = 

  x2   

ex                                                                                     

ε) f(x = 
  x – 3  

ex       ζ) f(x = 
x

  lnx   
    η)  f(x = 

ημ x

  ςυν x  
  

3.4 Να βρεθούν οι παρϊγωγοι των ςυναρτόςεων                                                                                                         
α) f(x = ln(x2 − 3x             β) f(x = ημ(2x + 3                               
γ) f(x = ςυν(x2 + 5x                                                                                        

δ) f(x = ex2 − 5x + 3           ε) f(x =  4x − 5                                     
ζ) f(x = (3x − 2 5  

 

Β. Μελϋτη Μονοτονύασ 

3.5 Να μελετηθούν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ                                                            
ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                                    
α) f(x = 2x3 + 6x − 1           β) f(x = ex + lnx                               
γ) f(x = −x5 − x3 − lnx 

3.6 Να μελετηθούν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ                                                  
ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                                       

α   f(x = 1 − 3x +  1 − 2x                                                                    

β  f(x = 4e3−x + 2018          γ  f(x = x5 − 
1

2x
 

 

 

 

 

 

3.7 Να μελετηθούν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ                                       
ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                  

α   f(x =  1 − x            β  f(x = 2 ln(x − 2 − 1       

γ   f(x = 3e1− x + 1                                                                         
δ) f(x = (x − 1 2 − 1 , x ≤ 1     (χολικό  

3.8 Να μελετηθούν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ                                       
ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                  

α   f(x = x2 +  x                     β  f(x = 
2

 x 
 −lnx + 1                         

γ  f(x =   
2

3
 

x

 − 4x 

3.9 Να μελετηθούν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ 
προσ την μονοτονύα :                                                                                    

α) f(x = ln(x − 1 − e2−x                β) f(x = 
1 − x

1 +  x
                                     

γ)  f(x =  x − 1 + 2 x 

3.10 Να μελετηθούν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ 
προσ την μονοτονύα :                                                                                    

α) f(x = 
3 x

2 + x
     β) f(x = 

x + 1

x − 3
   γ)  f(x = 

x + 1

2x − 1
 

3.11 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ . Να 
αποδεύξετε ότι :                                                                                                      
α) αν οι ςυναρτόςεισ  f , g εύναι γνηςύωσ αύξουςεσ , 
τότε και η fog  εύναι γνηςύωσ αύξουςα .                                                                                     
β) αν οι ςυναρτόςεισ  f , g εύναι γνηςύωσ φθύνουςεσ   
τότε η  fog  εύναι γνηςύωσ αύξουςα . 

3.12 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → (0, +∞ . 
Αν η  f εύναι γνηςύωσ φθύνουςα και η  g εύναι 
γνηςύωσ αύξουςα , να αποδεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  

h =  
f

  g  
  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα . 

3.13 Έςτω οι ςυναρτόςεισ  f , g  που εύναι                       
γνηςύωσ φθύνουςεσ ςε ϋνα διϊςτημα Δ .                                                                                  
Να αποδεύξετε ότι  η ςυνϊρτηςη  f +  g  εύναι 
γνηςύωσ φθύνουςα . 

3.14 Δύνεται η γνηςύωσ μονότονη ςυνϊρτηςη  f           
ςτο ℝ . Να βρεύτε το εύδοσ τησ μονοτονύασ τησ f                                                           
αν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται από τα 
ςημεύα :                                                                                                                    
α   Α(2 , 5    και   Β(4 , 3                                                                
β  Γ(−1 , 6)  και  Δ(3 , 8  

                3. Μονοτονύα υνϊρτηςησ 
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Strictly increasing 
(decreasing) function                   
η γνηςύωσ αύξουςα 
(φθύνουςα) ςυνϊρτηςη 
ςτα Αγγλικϊ 

 

3.15 Δύνεται η γνηςύωσ μονότονη ςυνϊρτηςη  f                                                    
ςτο ℝ . Αν η  Cf  τϋμνει τουσ ϊξονεσ  x’x , y’y                                                     
ςτα ςημεύα  με τετμημϋνη  −2 και τεταγμϋνη 1                                         
αντύςτοιχα .                                                                                                                                         
α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                   
β) Αν  g  γνηςύωσ φθύνουςα ςτο ℝ , να εξετϊςετε                                                  
ωσ προσ την μονοτονύα τισ ςυναρτόςεισ  gog , fog . 

3.16 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  για την                                                     
οπούα ιςχύει  f 3(x + 2f(x = 5x + 2  ,  x ∈ ℝ  .                                                             
Να δεύξετε ότι  η ςυνϊρτηςη  f  εύναι                                                               
γνηςύωσ αύξουςα ςτο   ℝ           

3.17 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  για την                                   

οπούα ιςχύει  f 3(x + ef(x) = 2x − 3  ,  x ∈ ℝ  .                                                             
Να δεύξετε ότι  η ςυνϊρτηςη  f                                                                          
εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο   ℝ           

 

 

         

 

 

 

                                                                                         

Γ. Μονοτονύα  και  Ανιςώςεισ 

3.18 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη   f(x =  
1

 x 
 −lnx                                                                                                                                                                                                                               

α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            
β  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                               

1

x2 +  5
−  

1

2x2 +  1
< ln

x2 +  5

2x2  +  1
       . 

3.19 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx + x   .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                                                                             
β  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                        
ln(x2 + x + 1 +  x2  <  ln(x + 2 + 1. 

3.20 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = x2007 +  2007x                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     
β  Να λύςετε την ανύςωςη                                                              

20073x−1 − 2007x+3 > (x + 3 2007 − (3x − 1 2007  

 

 

 

3.21 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 +  2x    .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                                                                         
β  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                           
(x3 + x2 3 − (x + 1 3 > 2(x + 1 − x3 − x2    

3.22 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x =  
2
 3 
 

x
  − 2x                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                                                          

β  Να λύςετε την ανύςωςη   
4

 9 
 

x
−  

2

 3 
 

x
< 2x 

3.23 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = 2x + x  .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ   την μονοτονύα                                                                                                                                                                                                  

β  Να λύςετε την   23x−x2
− x2 < 26−2x − 5x + 6   

3.24 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = 2x + 4x  .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ   την μονοτονύα                                                                                                                                                                                                  

β  Να λύςετε την ανύςωςη  21− x + 4 < 4x + 6   

3.25 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη     f(x =  
1

 x 
  −  x  .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

α) Να μελετηθεύ η   f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                                                                                     
β) Να λύςετε την ανύςωςη                                                         

1

2x2  + 3
−

1

x2  + 2x + 6
 >  2x2 + 3 −  x2 + 2x + 6 

3.26 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = x + ln(1 + ex                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                      

β  Να λύςετε την ανύςωςη  (x − 1 2 > 𝑙𝑛  
1 + e2x

1 + ex 2  

3.27 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = e−x − 2x  .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ   την μονοτονύα                                                                                                                                                                                                  

β  Να λύςετε την  ex2−1 + 4x2 < ex−x2
+ 2(1 + x)   

3.28 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = ex + lnx  .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ   την μονοτονύα                                                                                                                                                                                                  

β  Να λύςετε την ανύςωςη  ex2
+ lnx < ex 

3.29 Να λύςετε την ανύςωςη  e1− x < 1 + lnx   

3.30 Να λύςετε την ανύςωςη   5x3 +  lnx < 
2

 x 
 + 3                                                                                                                    

3.31 Να λύςετε την ανύςωςη   ex +  3x >  
  1  

2
 

x
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3.32 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 +  lnx                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        
α  Να μελετηθεύ η f  ωσ προσ   την μονοτονύα                                                                                                                   
β  Να βρεύτε για ποια τιμό του x  η Cf  βρύςκεται                                                       
κϊτω  από την γραφικό παρϊςταςη                                                                 
τησ  ευθεύασ  y = 1                                                                                         
γ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                          

(3 x + 1 2 −  (2 x + 3 2 > ln 
2 x  +  3

3 x  +  1
 

3.33 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = x + ln(x + 2                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                   
β  Να λύςετε την ανύςωςη                                                            
f(x4 + 1 − f(x2 + 1 > 0                                                                                                     

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  ln 
3x

x2+ 2
  < 𝑥2 − 3x + 2 

3.34 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx + ex                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                      

β  Να αποδεύξετε ότι  e3 − ex < 𝑙𝑛  
  x  

3
                                            

για κϊθε  x > 3 

3.35 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = 8e2− x −  2x                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                      
β  Να λύςετε την ανύςωςη   f(x < 4                                                                                                                                                        
γ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                               

8  e2− x2
−  e2− x >  −2x(1 − x                                                                                                           

3.36 Αν η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο  ℝ  και                                                  
η  Cf  διϋρχεται από το ςημεύο  Α(−2 ,−3  ,                                                                              
να λύςετε  την ανύςωςη   2 f (x2 −  3x +  6 ≤ 0  .  

3.37 Δύνεται η γνηςύωσ φθύνουςα ςυνϊρτηςη                              
f ςτο ℝ .                                                                                                                              
Να λύςετε την ανύςωςη :                                                                            
(fof (x2 + x <  (fof (x + 1                                         

3.38  Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                                 
f(x = αx3 + 2αx − 3 ,  α ∈ ℝ .                                                                              
Aν η Cf   τϋμνει τον ϊξονα   x’x   ςτο   1  :                                         
α  να βρεύτε τον αριθμό  α                                                                                                                                                                             
β  να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                   
γ  να λύςετε την ανύςωςη                                                                                       
f (f(x + 3x2 + 3 + 3 > 0 .  

3.39 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
  1  

3
 

x
+  αx ,                                       

α ∈ ℝ. Aν η Cf   διϋρχεται από το ςημεύο Μ(−2 , 13):                                         
α  να βρεύτε τον αριθμό  α                                                                                                                                                                             
β  να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                   
γ  να λύςετε την ανύςωςη   3x(2x + 5 < 1 .  

 

3.40 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = αx5 +  αx + 2 ,                                
α ∈ ℝ . Aν η Cf   διϋρχεται από το ςημεύο  Κ(−1 , 4):                                         
α  να βρεύτε τον αριθμό  α                                                                                                                                                                             
β  να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                   
γ  να λύςετε την ανύςωςη   (fof (x > 2 . 

3.41 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                                         
f(x = αx − lnx  , x > 0 , α ∈ (0 , 1                                                                                    
α  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                               
β  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                          

αx2+ x + 4 − αx2+9 <  ln(x2 + x + 4 − ln(x2 + 9              

3.42 Δύνεται η   f(x = αx + x + 1  , α > 1                                                                                                    
α  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                               
β  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                                    

αx2− 9 − αx − 3 < 6 + x − x2                                                                                                                 

3.43 Δύνεται η γνηςύωσ μονότονη ςυνϊρτηςη  f                                            
ςτο ℝ . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                            
από τα  ςημεύα   A(1 , 5   και  Β(−2 , 7)  τότε :                                                                                                                                                                       
α  να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                    
β να λυθεύ η ανύςωςη   f (f( x − 4 − 6 − 5 < 0  

3.44 Δύνεται η γνηςύωσ μονότονη ςυνϊρτηςη  f                                            
ςτο ℝ . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                            
από τα  ςημεύα   A(0 , 2   και  Β(2 ,−3)  τότε :                                                                                                                                                                       
α  να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                    

β να λυθεύ η ανύςωςη  f  f e2x − 3ex + 2  < −3 

3.45 Δύνεται η γνηςύωσ μονότονη ςυνϊρτηςη  f                                        
ςτο ℝ . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                                   
από τα  ςημεύα   A(−4 , 3   και  Β(3 ,−2 )  τότε :                                                                                                                                                                       
α  να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                  
β  να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  fof                                                                                                                                                 

γ  να λυθεύ  η ανύςωςη  f  f  ex − 1 − 5  > −2 .                                                                                                                                        

3.46 Δύνεται η γνηςύωσ μονότονη ςυνϊρτηςη  f                    
ςτο ℝ . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                                   
από τα  ςημεύα   A(5 , 13   και  Β(7 , 11 )  τότε :                                                                                                                                                                       
α) Να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                  
β  Να λύςετε την ανύςωςη   f(f(x − 6 < f(7 + 2   

3.47 Δύνεται  η   f(x = ex +  ln(x + 1 − 1                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                                                                         

β  Να λύςετε την ανύςωςη   ex2
+  ln(x2 +  1 > 1                                                                                                                              

γ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                               

ex2
−  ex+2 > 𝑙𝑛 

x + 3

 x2 +  1 
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3.48 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = ex +  lnx                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            
α  Να μελετηθεύ η f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                      
β  Να αποδεύξετε ότι για κϊθε  x > 0 με  x ≠ 1                                          

ιςχύει   ln 
x2+ 1

2x
  > e2x − ex2+1                                                                             

γ  Να αποδεύξετε ότι για κϊθε  x > 0                                                  

ιςχύει  ln  
x + 1

x
 

x

  > 𝑥 ex − ex+1                                                                

δ  Να αποδεύξετε ότι η γραφικό παρϊςταςη τησ  
g(x = f(x + α − f(x + β   , α > β > 0                                
βρύςκεται  πϊνω από τον ϊξονα  x’x  

3.49 Δύνεται η γνηςύωσ φθύνουςα ςυνϊρτηςη                                      
f : ℝ → ℝ                                                                                                
α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  g(x = f(x − x                                                                        
εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο ℝ                                                                               
β  Να λυθεύ η ανύςωςη                                                                     
f(x2 − 2x − f(3x − 6 >  x2 − 5x + 6 

3.50 Δύνεται η γνηςύωσ φθύνουςα ςυνϊρτηςη                                               
f : ℝ → ℝ  με  f(2 = 8                                                                                                                                            
α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  g(x = x3 − f(x                                                           
εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ                                                                               
β  Να λυθεύ η ανύςωςη  8x3 <  f(2x  

3.51 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 +  5x + 1                                                                                                                
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                               
β  Να λυθεύ η ανύςωςη                                                                     

(3x + 18 3 − (7x + 12 3 < 
57x +12  − 53x +18

 57x +12 +1 +  53x +18 +1
               

3.52  Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx − e−x                                                                                                                                       
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                                                    

β  Να δεύξετε ότι  
1

ex −
1

ex 2+ 1
 > ln 

x

x2+ 1
  ,  x > 0                                                                                                   

γ  Για κϊθε  x , y > 0  με   x > y , να δεύξετε ότι : 

3lnx + e−y3
< 3𝑙𝑛𝑦 + e−x3

                                                                                            
δ  Για κϊθε  x > 0  να αποδεύξετε ότι                                                  

ln  1 +
1

x
 >

1

ex +1 −
1

ex                                                                                                                                                                                            

3.53 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ∶  (0, +∞ → ℝ                                                                     
η οπούα εύναι γνηςύωσ αύξουςα.                                                                                                                  
Να δεύξετε ότι  f(x) + f(3x) <  f(2x) + f(7x) 

3.54 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = 2 − ex+1                                                
α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                  
β  Να μελετηθεύ η  fof  ωσ προσ  την μονοτονύα                            
γ  Για κϊθε x < 0 να δεύξετε ότι  f(5x < 𝑓(7x  

 

 

3.55 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη   f(x =  
1

 x 
 −lnx                                                                                                                                                                                                                               

α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                  
β  Για κϊθε θετικό ακϋραιο ν , να αποδεύξετε ότι :  
f(5ν + f(7ν > 𝑓(6ν + f(8ν                                                            
γ  Για κϊθε θετικό ακϋραιο ν , να αποδεύξετε ότι :                                                   
f(2x + 1 > f(3x + f(ex  

3.56 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 + 8x                                                                                                                                       
α  Να μελετηθεύ η f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                              
β  Για κϊθε  x > 1 να αποδεύξετε ότι :                                                             
f(x3 + f(2x > 𝑓(x2 + f(2                                                                                
γ  Για κϊθε x < 0 να αποδεύξετε ότι :                                                                             
f(3x + f(5x > 𝑓(2x + f(4x  

3.57 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  για την                                                   
οπούα ιςχύει  f 3(x + f(x = x  ,  x ∈ ℝ  .                                                             
α  Να δεύξετε ότι  η ςυνϊρτηςη  f  εύναι                                                       
γνηςύωσ αύξουςα ςτο   ℝ                                                                              
β  Να λύςετε την ανύςωςη  f(x3 < 𝑓(3x − 2    

3.58 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = e− x − x3                                                                                                                                       
α  Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη  f                                             
ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                              
β Να λυθούν οι ανιςώςεισ :                                                                                                                                                      

β1   ex(x3 + 1 < 1            β2   f f(x  < 
1

 e 
  −1              

β3   e− x − 
2

 x 
 < x3 − ln32 

3.59 Δύνεται η γνηςύωσ μονότονη ςυνϊρτηςη  f                         
ςτο ℝ . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                                   
από τα  ςημεύα   A(2 ,−1)  και  Β(5 , 2 )  τότε :                                                                                                                                                                       
α  να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                  

β  να λύςετε την ανύςωςη    2f
2

(x)  ≤ 4 ∙ 2f(x) 

3.60 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ                                           
γνηςύωσ φθύνουςα και  ∀x ∈ ℝ  ιςχύει                                                               
f(3 − x + f(x + 5 = 0 . Να λύςετε την ανύςωςη :    
f(x2 + 2x − 4 < 0 . 

3.61  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ                                           
γνηςύωσ αύξουςα και  ∀x ∈ ℝ  ιςχύει                                                               
f(6 − x + f(x + 4 = 0 .                                                                                    
α  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη f(x = 0 ϋχει μοναδικό 
ρύζα                                                                                                      
β  Να λύςετε την ανύςωςη :    f(x2 + x + 5 > 0 . 
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3.62 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ με                                                             
f  γνηςύωσ φθύνουςα και  g  γνηςύωσ αύξουςα                                           
α  Να μελετόςετε ωσ προσ τη μονοτονύα την                                                           
ςυνϊρτηςη  fog                                                                                                            
β  Να λύςετε την ανύςωςη :                                              
(fog (x2 − 4x) ≥ (fog (x − 4    

3.63 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  ώςτε:                                             

f(2x − 1 = −2x + 4 1 − e2x   , ∀x ∈ ℝ                                                            

α  Να δεύξετε ότι  f(x = 3 − x − 4ex+1                                         
β  Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα                                       

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  (3 − x e−x−1 = 4                                               
δ  Αν  h(x = lnx + 1, να δεύξετε ότι η γραφικό                       
παρϊςταςη τησ  foh  τϋμνει την ευθεύα με εξύςωςη                                       

y + 4e2 = 2  ςε ϋνα ακριβώσ ςημεύο                                                                                                     

ε  Να δεύξετε ότι  
  π   

e
  >

e4e

e4π                         

                     

Δ. Μονοτονύα  και  Εξιςώςεισ 

3.64  Να λυθεύ η εξύςωςη  2x5 +  3ex = 3  .        

3.65  Να λυθεύ η εξύςωςη  x3 +  lnx − 1 = 0  .                  

3.66  Να λυθεύ η εξύςωςη   = 1 + ln(x − 1  .            

3.67 Να λυθεύ η εξύςωςη   e3− x −  1 = ln(x − 2          

3.68 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx − 
1

 x 
 + 1                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

α  Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                 

β  Να λυθεύ η εξύςωςη    ln(2x + 3 + 1 =  
1

2x + 3
                                                                                                              

γ  Να λυθεύ η ανύςωςη  2x2lnx + x2 < 1   

3.69 Να αποδεύξετε ότι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ                                    
των ςυναρτόςεων  f(x = ex  και                                                        
g(x = 1 − ln(x + 1)  ϋχουν μόνο ϋνα                                                          
κοινό ςημεύο                       
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Α. υνϊρτηςη 1-1 

4.1 Να εξετϊςετε αν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ                                                       
εύναι 1-1 :                                                                                                                 

α) f(x = 3ex−3 −5            β)  f(x =  
3 lnx  − 2

4
                                                    

γ) f(x =  
3 − x

x + 1
                                                                                         

δ) f(x) = 1 −  3 − 2x      ε) f(x) =  2 ln(x + 1) − 3                              

ςτ   f(x = 
2 ex− 1

ex  + 2
 

4.2 Να αποδεύξετε ότι οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ                                                        
εύναι 1-1 :                                                                                                  

α  f(x =  
2x + 3

x − 1
                  β  f(x = 2 +  3x − 4                                     

γ  f(x = 3x2 − 6x + 1  , x ≥ 1 

4.3 Να εξετϊςετε αν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ                                                                      
εύναι 1-1 :                                                                                                                 

α) f(x =  3 −  2 − x          β)  f(x = ln  
1 + x
1 − x

                                                

γ)  f(x = 1 − 2x − 3ex         δ)  f(x = e−2x −  x 

4.4 Να εξετϊςετε αν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ                                                    
εύναι 1-1 :                                                                                                                    
α) f(x)= 2 x5+ 7x3 + 3x − 5                                                                                             
β) f(x = 3ex + 2 lnx − 1                                                                     

γ) f(x)=  
  1  

2
 

x
− 4x3         δ) f(x)= 

  5  

x
 − 3 lnx 

4.5 Να αποδεύξετε ότι δεν εύναι 1-1                                                                  
οι ςυναρτόςεισ :                                                                                                                             

α   f(x =  
x2− 1

x2+ 1
                                                                                                              

β  f(x = (x − 3 (x − 4 + 2018                                                                             
γ   f(x = ln( x + 1    δ  f(x =  x − 3 − 2        

4.6 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f : ℝ → ℝ για την                                                               
οπούα  ιςχύει (x − 2 f(x − 3 − (x − 3 f(x = 1 ,                                              
για κϊθε x ∈ ℝ                                                                                                                    
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f(0  , f(2                                                                                                                                                                         
β)  Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι 1-1 

4.7 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για τον οπούα                                                                           
ιςχύει  6f(x2 − f 2(x ≥ 9  , για κϊθε x ∈ ℝ .                              
α  Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f(0  , f(1)                                                                                                                                                                        
β)  Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι 1-1 

 

 

 

 

4.8 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την                              
οπούα ιςχύει  f 2(x + f(x + 1 ≤ 3f(x2 − x  
για κϊθε x ∈ ℝ .                                                                                
Να αποδεύξετε ότι η  f   δεν εύναι 1-1 

4.9 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την                              
οπούα ιςχύει  2f(x ≥ f(1 + f(2) για κϊθε x ∈ ℝ .                                                                                
Να αποδεύξετε ότι η  f   δεν εύναι 1-1 

4.10 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα 
ιςχύει  (fof (x  + f 3(x = 3x − 2  , για κϊθε x ∈ ℝ.                                   
Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1 

4.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα 
ιςχύει  f 3(x  +  4f(x = 2x + 3  ,  για κϊθε x ∈ ℝ.                                   
Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1 

4.12 Έςτω  f , g : ℝ → ℝ δύο ςυναρτόςεισ ώςτε να 
ιςχύει  (gof (x = x3 + 3f(x + 2   , για κϊθε x ∈ ℝ.             
Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1          

4.13 Έςτω η ςυνϊρτηςη f ∶ (0, +∞ → ℝ  για την 
οπούα ιςχύει  f 5(x + 3f(x = ln(2x + 1   , x > 0 .           
Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1 

4.14 Έςτω  f , g : ℝ → ℝ δύο ςυναρτόςεισ, όπου η 
ςυνϊρτηςη  gof  εύναι  1-1 .                                                                            
Να δεύξετε ότι και η  ςυνϊρτηςη f   εύναι 1-1. 

4.15 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = x3 − 3x2 + 4.                                                                                                                                   
α  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ γραφικόσ 
παρϊςταςησ τησ  f  με τουσ ϊξονεσ.                                                                       
β  Να εξετϊςετε αν η f εύναι 1-1 

4.16 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
x + α

 x2 + 1 
 , τησ 

οπούασ η γραφικό παρϊςταςη διϋρχεται                                                            
από το ςημεύο Μ(−1, −1).  Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                    
α  τον αριθμό  α.                                                                                                                                                                                             
β  το ςημεύο τομόσ τησ  Cf   με τον ϊξονα y’y                                                                                                                                                   
γ  αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι 1-1. 

4.17 Έςτω f , g : ℝ → ℝ  δύο ςυναρτόςεισ ώςτε                               
η  fog  να εύναι 1-1                                                                                                                 
α) Να δεύξετε ότι η g  εύναι 1-1                                                                                                                                                                             
β) Αν για κϊθε  x > 0 ιςχύει                                                                    
g( f(lnx + 1  = g(x + 2)  να βρεύτε την f(x) . 

4. Αντύςτροφη  υνϊρτηςη  
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4.18 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f : ℝ → ℝ για την                                                 
οπούα ιςχύει :  f(x − y = f(x − f(y  , ∀ x , y ∈ ℝ                      
α  Να αποδεύξετε ότι  f(0 = 0                                                                                                                                                
β  Να αποδεύξετε ότι  f(−x = −f(x                                                                                                                                      
γ  Αν η εξύςωςη  f(x = 0 ϋχει μοναδικό ρύζα το 0 ,                                       
να αποδεύξετε ότι  η ςυνϊρτηςη  f  εύναι 1-1       

4.19 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f : ℝ → ℝ για την                                                 
οπούα ιςχύει :   f(x − f(y) ≥  x − y   , ∀ x , y ∈ ℝ                      
Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1         

4.20  α  Να αποδεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη                                                              
g(x = ex − e− x   εύναι  1-1                                                                          
β  Αν για την ςυνϊρτηςη  f ∶ (0, +∞ → ℝ  ιςχύει  

ef(x) − e−f(x) = x −  
  1  

x
   ,   x > 0 ,                                                                          

να βρεύτε την f     

4.21  α  Να αποδεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη                                                                  
g(x = x + lnx   εύναι  1-1                                                                          
β  Αν για την ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ   ιςχύουν                                            
x + ex = f(x + lnf(x)     ,   f(x)  > 0 ,                                                                        
να βρεύτε την f           

                                                                            

Β. Εξιςώςεισ και ςυναρτόςεισ 1-1 

4.22  Να λύςετε τισ  εξιςώςεισ :                                                                              

α  ln(x −  1) = 2 −  x                β  3x = 5 –  2x 

4.23 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την                                                       
οπούα ιςχύει (fof)(x) + f 3(x = 2x + 3 ,                                                                    
για κϊθε x ∈ ℝ.                                                                                                             
α) Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                             
β) Να λυθεύ η εξύςωςη  f(2x3 + x) − f(4 − x = 0     

4.24 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα                                     
ιςχύει (fof)(x) + f 3(x = 2x + 5 ,  για κϊθε x ∈ ℝ.                                    
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                             
β  Να λυθεύ η εξύςωςη   f(2x3 + x − 2) = f(2 − x      

4.25 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την                                                    
οπούα ιςχύει   (fof (x = f(x + ex−1 , x ∈ ℝ .                                                            
α  Να αποδεύξετε ότι η f  εύναι 1-1                                                                                                                                                                           
β  Να λύςετε την εξύςωςη  f(x3 − 5x = f(2x − 6  

4.26 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την                                                 
οπούα ιςχύει   ημf(x + f 3(x − 2x = π3   , x ∈ ℝ .                           
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                             

β  Να λυθεύ η εξύςωςη   f et + 1 − f 2e−t = 0                                  

 

 

4.27 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f, g : ℝ → ℝ για τισ 

οπούεσ ιςχύει (fog)(x + eg(x) = 2012x + 2015 .                                                        
α  Να αποδεύξετε ότι η g εύναι 1-1                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       
β  Να λύςετε την εξύςωςη                                                                                    
g(x + 1 − g(x2 + 1 = 0                                                                             

4.28 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ∗ με                                  
(fof)(x) = (x − 2) f(x) , x ∈ ℝ.                                                                                                       
α  Να αποδεύξετε ότι η  f  εύναι  1-1                                                                                                                                                                        
β  Να βρεύτε την τιμό  f(3                                                                                                                                                                                 
γ  Να λύςετε την εξύςωςη                                                                 

f x + 1 − f( x − 1  − f(x − 2 = 0. 

4.29 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα 
ιςχύει (fof)(x) − f(x) = −x + 2 , x ∈ ℝ.                                                            
α  Να αποδεύξετε ότι η f  εύναι 1-1                                                                                                                                                                           
β  Να βρεύτε την τιμό  f(2)                                                                                                                                                                                        
γ  Να αποδεύξετε ότι η f  δεν εύναι γνηςύωσ 
φθύνουςα                                                                                                                                 
δ  Να λύςετε την εξύςωςη   f 4 − f( x − 1  = 2 

4.30 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα 
ιςχύει (fof)(x) − f(x) = 2x + 2 , x ∈ ℝ.                                                            
α  Να αποδεύξετε ότι η f  εύναι 1-1                                                                                                                                                                           
β  Να βρεύτε την τιμό  f(−1)                                                                                                                                                    
γ  Να λύςετε την εξύςωςη                                                                              
f(x2 + x − 1 + 2(x + 1 = f f(x       

4.31  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την                         
οπούα ιςχύει (fof)(x) − f(x) = x , x ∈ ℝ.                                                            
α  Να αποδεύξετε ότι η f  εύναι 1-1                                                                                                                                                                           
β  Να βρεύτε την τιμό  f(0)                                                                                                                                                               
γ  Να λύςετε την εξύςωςη   f(x3 + ex = f(1                 

4.32 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  g(x = x + 3 ex − 2 
καθώσ και  η  ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα                                               

ιςχύει   (gof)(x) =  8 −  3 ex − 2  για κϊθε  x ∈ ℝ.                                                                                                                                                                         
α  Να αποδεύξετε ότι η  g  εύναι  1-1                                                                                                                                                                          
β  Να βρεύτε την τιμό  f(2)                                                                                                                                                                                         
γ  Να λύςετε την εξύςωςη                                                           
f( f( x − 3 + ex − 1 − f(ex + 1)=0. 

4.33 Έςτω f , g : ℝ → ℝ δύο ςυναρτόςεισ                                                                                                                               
α  Να δεύξετε ότι αν η ςυνϊρτηςη fog  εύναι  1-1 
τότε και η ςυνϊρτηςη g εύναι 1-1                                                   
β  Αν για κϊθε  x ∈ ℝ  ιςχύει  f g(x  = 2x + ex  

τότε να λύςετε την  g  ex2
− e2x = g(4x − 2x2  
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4.33 Θεωρούμε ςυνϊρτηςη f  οριςμϋνη και                         
γνηςύωσ φθύνουςα ςτο (0 , +∞   καθώσ και την                                    
ςυνϊρτηςη   g(x = f(x − 2lnx  , x > 0                                                                                                                                                         
α  Να αποδεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη g  εύναι                             
γνηςύωσ φθύνουςα                                                                                    
β  Αν το ςημεύο Α(1 , 2  ανόκει ςτην γραφικό                                          
παρϊςταςη τησ f , τότε να λύςετε :                                                                                              
β1  την εξύςωςη  f(x − 1 = 2 + 2ln(x − 1                                                                                                                        
β2  την ανύςωςη  ln(lnx 2 <  𝑓(lnx − 2 

4.34 Δύνεται η γνηςύωσ φθύνουςα f : ℝ → ℝ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       
α  Να δεύξετε ότι η g : ℝ → ℝ , με  g(x = f(x) −x                                      
εύναι γνηςύωσ  φθύνουςα.                                                                                   
β  Να λυθεύ η εξύςωςη                                                                                       
f(x2 − 3x − f(2x − 6 = x2 − 5x + 6. 

4.35 Έςτω f, g : ℝ → ℝ δύο ςυναρτόςεισ , για τισ                                          

οπούεσ ιςχύει (gof)(x)= 2x5 + ef(x)+1 , x ∈ ℝ.                                              
α) Να δεύξετε ότι  f εύναι  1-1                                                                                                                                                                                     
β) Να λύςετε την εξύςωςη   f(lnx = f(1 − x3 .    

4.36 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                                 
f(x =  αx − x  , 0 < α < 1                                                                                                                                                      
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β  Να λύςετε την εξύςωςη                                                                                   

αk
2
−4 − αk−2 = (κ2 − 4 − (κ − 2  

4.37 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x =  x3 + x                                                                                                                                                      
α) Να αποδεύξετε ότι η  f  εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β) Να λύςετε την εξύςωςη                                                                                                               

 ex +  x 
3

+ ex =   x + 1 
3

+ 1   

4.38 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x =  x +  x − 1                                                                                                                                                      
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β  Να λύςετε την εξύςωςη                                                                   

 2x2 − x + 1 −  x2 + 7 = 6 + x − x2  

4.39 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x =   ex + 1 + lnx                                                                                                                                                      
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β  Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

β1    ex2
+ 1 + 2lnx =  e + 1                                                                                                                                                 

β2   e4x + 1 + ln3 + lnx = 3 + ln(ln8                                                                                                                                 

β3   x + 1 + ln(lnx = f   
e

 x 
  

4.40 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x =  ex + lnx + x − 1                                                                                                                                                      
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β  Να λύςετε την εξύςωςη                                                                       

ex2+1 − e2x = ln2x − ln(x2 + 1 − x2 + 2x − 1 

 

4.41 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x =  x5 + x3 + x − 3  .                                                                                                                          
α) Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β) Να λύςετε την εξύςωςη    x5 + x3 + x = 3                                                                                                                                                 

γ) Να λύςετε την ανύςωςη  e 5x + e 3x + e x < 3 .         

4.42 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x =  2 − x − lnx  .                                                                                                                          
α  Να αποδεύξετε ότι κϊθε οριζόντια ευθεύα τϋμνει 
τη Cf  το πολύ ςε ϋνα ςημεύο .                                                                                                                                                                                   
β  Να λύςετε την εξύςωςη    f(x + ln2 = 0                                                                                                                                                 
γ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                                 

(x + 1 (x − 2 = ln 
x +  3

x2  + 1 
  

4.43 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x =  e−x − lnx  .                                                                                                                          
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  

β  Να λύςετε την εξύςωςη  lnα = 
1

eα
2 −

1

eα
    

4.44 Να λύςετε την εξύςωςη                                                                                 

ln  
ex  +  1

 e−x   + 1 
 = 7(e−x + 1 3 − 7(ex + 1 3  .                                                                                                                                                         

4.45 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  ex−1 + x + 1  .                                                                                                                          
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β  Να λύςετε την εξύςωςη  f(x =  3                                                                                                                                      

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  ex−1 + x − 2 > 0 

4.46 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x + ln(x + 1).                                                                    
α) Να αποδεύξετε ότι η  f  εύναι 1-1                                                                                                                                                                             
β) Να λυθεύ η εξύςωςη                                                                    
f(ex + x − 1 = 0  ςτο A = [0, +∞) . 

4.47 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 
1

 x 
  −lnx + 1                                                                                                                    

α  Να αποδεύξετε ότι η  f  εύναι 1-1                                                                                                                                                                             
β  Να λυθεύ η εξύςωςη  lnxx + x = 1  , x > 0                                                                                                                       

γ  Να λυθεύ η εξύςωςη  ln 
x2+ 1

3x2+ 2
=

2x2+ 1

(x2+ 1 (3x2+ 2 
 

4.48 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  3x + x3  .                                                                                                                          
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β  Να λύςετε την εξύςωςη                                                                             

3x2−4x − 3−x+4 = −(x2 − 4x 3 + (−x + 4 3 

4.49 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  e3−x − x + 2  .                                                                                                                          
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β  Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

β1   x − e3−x = 2                                                                                                                                                                           

β2   e3−x2+1 − x2 + 1 = −2                                                                                                                                                     

β3   e−x2+4x+3 − e9−x + 5x = x2 + 6  
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4.50 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 +  e x − 1 .                                                                                                                          
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β  Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      
β1   f(x = e                                                                                                                                                                                  
β2   f(x2 − 6x + 8 = 0                                                                                                                                                              

β3  (x + 3 3 − (x2 + 1 3 = ex2+1 − ex+3                                                                                                                              

β4  ln3x + x = e1−x − (x − 1 3   

4.51 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex + x − 1  .                                                                                                                          
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β  Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

β1   ef(x) + f(x = 1                                                                                                                                                                     

β2  (x − 1 2 = e2x − ex2
+ 1                                                                                                                                                    

β3  f  ex2
− 4x = f e4x − x2                                                                                                                                                     

β4  ex2+2x+2 + (x + 1 2 = e                                                                                                                                                     

β5  ex2− 3x +  
x2− 3x

ex   = 1 

4.52 Έςτω η ςυνϊρτηςη f ∶ (0, +∞ → ℝ                                                                           

με  f(x − f(y = f  
  x  
y
 .                                                                                                        

Αν η εξύςωςη f(x) = 0 ϋχει μοναδικό ρύζα τότε :                                                                                                                                                       
α) Να δεύξετε ότι η εύναι f  1-1                                                                                                                                                 
β) Να λύςετε την  εξύςωςη                                                                                                
f(x + f(x2 + 3 = f(x2 + 1 + f(x + 1  

4.53 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ (0, +∞ → ℝ                                                                      
με  f(x ∙ y = f(x + f(y  , ∀ x , y > 0                                                  
Αν η εξύςωςη f(x =0 ϋχει μοναδικό ρύζα τότε :                                                                                                                                                       
α) Να δεύξετε ότι  f(1 = 0                                                                                                                                                        

β  Να δεύξετε ότι  f  
1

x
   = −f(x                                                                                                                                                 

γ  Να δεύξετε ότι η εύναι f  1-1                                                                                                                                                 
δ  Να λύςετε την εξύςωςη                                                                                                      
f(x + f(x2 + 1 = f(x + 8  

4.54 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ (0, +∞ → ℝ                                                                     

με  f(x − f(y = f   
x

y
      , ∀ x , y > 0                                                             

α  Να βρεύτε το f(1                                                                                                                                                                     

β  Να δεύξετε ότι  f   
1

x
  = −f(x   ,    ∀ x > 0                                                                                                                      

γ  Αν επιπλϋον εύναι γνωςτό ότι                                                                                
η εξύςωςη f(x =0 ϋχει μοναδικό ρύζα τότε :                                                        
γ1   Να δεύξετε ότι η εύναι f  1-1                                                                                                                                                 
γ2   Να λύςετε την εξύςωςη                                                                                   
f(x2 + f(2 = f(12x − 16  

 

 

 

4.55 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx −  
1

x
.                                                                                                                          

α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β  Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

β1   xx = e1−x , x > 0                                                                                                                                                                     

β2   
1

x2 +  5
−  

1

2x2 +  1
= ln

x2 +  5

2x2  +  1
                                                             

β3  f(x + f(x2 = f(x3 + f(x6   , x > 0 

4.56 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx −  
2

x
.                                                                                                                          

α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β  Να βρεύτε τον τύπο τησ   g : ℝ → (0 , +∞)  αν 

ιςχύει   lng(x − 
2

g(x)
 = x − 

2

ex   , x ∈ ℝ                                                            

γ  Να λύςετε την εξύςωςη                                                 

ln 
2x2 +  1

x2 +  2
 = 

1

2x2 +  1
−  

1

x2 +  2
 

 

Γ. Εύρεςη Αντύςτροφησ υνϊρτηςησ 

4.57 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται, τισ αντύςτροφεσ                                 
των ςυναρτόςεων :                                                                                      

α) f(x) = 2x + 5                    β)  f(x = 
 3x – 2 

x + 1
  

4.58 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται, τισ αντύςτροφεσ                              
των ςυναρτόςεων                                                                                          

α) f(x = e3x−1 + 2              β)  f(x =  
 x −  1 

x − 2
 

4.59 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται, τισ αντύςτροφεσ                              
των ςυναρτόςεων                                                                                          

α) f(x = 
 x – 2 

3x + 5
                      β)  f(x =  

ex  

1 + ex  

4.60 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,τισ αντύςτροφεσ                                       
των ςυναρτόςεων                                                                                              

α) f(x) =  1 +  ln(x − 3)        β)  f(x = 2 +  x − 1 

4.61 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,τισ αντύςτροφεσ                           
των ςυναρτόςεων                                                                                             

α) f(x = 2ex−3 − 1             β)  f(x = 2 +  ex − 1 

4.62 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                               
τισ αντύςτροφεσ των ςυναρτόςεων                                                                                             

α  f(x = 1 − ex−1                β   f(x = 2 −  3 − x   
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4.63 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                                           
τισ αντύςτροφεσ των ςυναρτόςεων                                                                                                     
α) f(x = x2 − 4x + 5 , x ≥ 2                                                             
β)  f(x =  x2 − 8x + 10 , x ≤ 4 

4.64 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                                     
τισ αντύςτροφεσ των ςυναρτόςεων                                                                                                     
α  f(x = x2 + 4x + 1 , x ≥ −2                                                             
β  f(x = x2 + 2x + 3 , x ≤ −1  

4.65 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                                   
τισ αντύςτροφεσ των ςυναρτόςεων                                                                                                     
α  f(x = x3 + 1    β   f(x = x3 − 3x2 + 3x − 6 

4.66 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                                         
τισ αντύςτροφεσ των ςυναρτόςεων                                                                                                     
α  f(x = x3 + 8    β   f(x = x3 + 3x2 + 3x + 3 

4.67 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                                 
τισ αντύςτροφεσ των ςυναρτόςεων                                                                             
α  f(x = −x3 + 3x2 − 3x + 2                                                                                                           

β  f(x =
1
3

x3 − x2 + x                                                                                    

4.68 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                                               
τισ αντύςτροφεσ των ςυναρτόςεων                                                                                    

α) f(x = 8x3 − 3           β) f(x =  
 ex  + 1 

ex                                                                                                  

4.69 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                                            
τισ αντύςτροφεσ των ςυναρτόςεων                                                                                                         

α) f(x =  
e x  − 1

e  x  + 1
             β) f(x = ln  

x − 1

 x – 2 
 

 

 

 

 

 

4.70 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                                      
τισ αντύςτροφεσ των ςυναρτόςεων                                                                                                         

α  f(x = ln  
x 

 1 − x  
    ( ΘΕΜΑ  2017                                                        

β  f(x =  
1 − 2ex  

e  x  + 1
            

4.71 Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ  
f(x = e−x + 2         ( ΘΕΜΑ  2019    

 

     

4.72 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                                         
τισ αντύςτροφεσ των ςυναρτόςεων                                                                                                         
α  f(x = 3x − 2         β) f(x = x2 + 1                                                                          
γ  f(x = (x − 1 (x − 2 + 1   ( χολικό  

4.73 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                                         
τισ αντύςτροφεσ των ςυναρτόςεων                                                                                                         

α  f(x =  1 − x
3

          β) f(x = ln(1 − x)                                                               
γ  f(x = e−x + 1         ( χολικό  

4.74 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                                       
τισ αντύςτροφεσ   των ςυναρτόςεων :                                                                                      

α) f(x) =   ex− 1 
ex + 1

      β)  f(x =  x − 1   (χολικό    

4.75 Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ                                                 

ςυνϊρτηςησ    f(x =  4 −  1 + x   

4.76 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                                           
τισ αντύςτροφεσ  των ςυναρτόςεων :                                                                                                           

α   f(x =  
 x

1 +  x
         β) f(x = ln e −  x − e2  

4.77 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                                                      
τισ αντύςτροφεσ  των ςυναρτόςεων :                                                                                                           

α   f(x = 3 + ex−2       β) f(x = ln(1 − e−x  

4.78 Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ                                                 

ςυνϊρτηςησ    f(x =  
e− x  −  e x  

2
                                              

4.79 Να βρεύτε, εφόςον ορύζονται ,                                                                      
τισ αντύςτροφεσ  των ςυναρτόςεων :                                                                                                           

α  f(x =  
2x + 1  , x ≤ 1

x2 + 2  , x > 1
                                                                                           

β  f(x =  
1 −  1 − x  , x ≤ 1

x2 − 2x + 2  , x > 1
  

4.80 Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ                                                 

ςυνϊρτηςησ  f(x =  
ex  ,          x ≤ 0

x2 + 1  , x > 0
  

4.81 Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ                                                 

ςυνϊρτηςησ  f(x =  e
x−1 + 1  , x ≥ 1

3x − 1       , x < 1
  

4.82 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα                                                                                                            
ιςχύει    2f 3(x + 4f(x = x + 4 ,  ∀x ∈ ℝ .                                                                            
Να βρεύτε, αν υπϊρχει, την αντύςτροφη τησ f. 

4.83 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα                                 
ιςχύει    f 3(x − 3f 2(x + f(x + x = 2017 ,  ∀x ∈ ℝ.                                                                            
Να βρεύτε, αν υπϊρχει, την αντύςτροφη τησ f. 

Inverse  Function  

η αντύςτροφη 

ςτα  Αγγλικϊ 
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4.84 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα                                                                                         

ιςχύει   ef(x) + 2017f 3(x + 2018 = x ,  ∀x ∈ ℝ .                                                                            
Να βρεύτε, αν υπϊρχει, την αντύςτροφη τησ f. 

4.85 Έςτω η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → (1 , +∞                                     

 για την οπoύα ιςχύει   f 2(x − 2 f(x = e2x − 1.                                             
Να βρεύτε :                                                                                              
α  τον τύπο τησ  f(x)                                                                                                                                                                                                      
β  τον τύπο τησ   f−1(x) . 

4.86 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                            
f(x = 4x + 2 , g(x = 2f−1(x + 1 .                                                                   
Να βρεύτε την g−1 . 

4.87 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x) = αx + β   , α ≠ 0.                                            
Να βρεύτε τα α , β ∈ ℝ  αν  f(x = f−1(x + 3 .  

4.88 Αν  f(x = (2α − 1 x − 3β , να βρεθούν                                                  
τα α , β ∈ ℝ  ώςτε να ιςχύει  f = f−1  

4.89 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = α + ex−1, α∈ ℝ .                                                                                                                               
α  Να αποδεύξετε ότι η f  εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                        
β   Αν ιςχύει  f−1(4 = 1 , τότε :                                                                                                                                                                                        
β1) Να βρεύτε το α                                                                                                                                                                                                           
β2) Να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                                                                                    

4.90 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = 
 α  – x 

1 + x
 ,  α ∈ ℝ.                                            

Αν η Cf   διϋρχεται από το ςημεύο Κ(−3 , −2) τότε                                              
α  Να βρεύτε τον αριθμό  α                                                                                                                                                                          
β  Να αποδεύξετε ότι  η ςυνϊρτηςη  f                                                           
εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                 
γ  Να δεύξετε ότι  f = f−1 

4.91 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = 
 3x + α  

1 − x
 ,  α ∈ ℝ.                                            

Αν η Cf   διϋρχεται από το ςημεύο Κ(2 , −6) τότε                                              
α  Να βρεύτε τον αριθμό  α                                                                                                                                                                          
β  Να αποδεύξετε ότι  η ςυνϊρτηςη  f                                                           
εύναι αντιςτρϋψιμη και να βρεύτε την  f−1                                                                                                                                                                
γ  Να βρεύτε ςυνϊρτηςη g  ώςτε να ιςχύει                                                       
(gof (x) = f−1(x) . 

4.92 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                            

f(x = ex + 1   και  g(x =  
 ex  + 1 

ex  − 1
                                                                                    

α  Να αποδεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται                                                             
και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                         
β  Να αποδεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη g εύναι περιττό                                                                                                                            
γ  Να βρεύτε τη ςυνϊρτηςη  gof−1 

 

 

4.93 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  fog−1                                   

α  f(x =  x − 4    ,    g(x = 1 +  x                                  

β  f(x = 
 ex− 1 

ex  + 1
     ,    g(x = ln(1 + ex  

4.94 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                            

f(x =  x − 1   και  g(x =  
x − 1 

x − 2
                                                              

Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  f−1og−1 

4.95 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                            

f(x = 
2 

x + 1
    και  g(x = 2x − 1                                    

α  Να ορύςετε την gof                                                                                                             
β  Να βρεύτε την  (gof −1   

 

Δ. Εξιςώςεισ-Ανιςώςεισ                                                                  
και Αντύςτροφη 

4.96 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 + 2x .                                                                                                                                                                 
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                              
β) Να βρεύτε το  f−1(−3)                                                                                                                                                                                        
γ) Να λύςετε την εξύςωςη                                                                                 
  f−1( f (x2 − 5 + 15  = 2 

4.97 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x =  2 − x − lnx .                                                                                                                                                           
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                     
β  Να λύςετε την εξύςωςη  f(x)=1                                                                                                                                                             
γ  Να λύςετε την ανύςωςη  x +  lnx > 1     

4.98 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 2ex−1 + x − 3                                                                                                                               
α  Να αποδεύξετε ότι η f  εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                        
β  Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                          
β1  f−1(x = 0                β2   x + 1 = f−1(0                                                       
γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f−1(lnx + x − 1 > 1 

4.99 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ ,                                                            
γνηςύωσ μονότονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται                                                         
από τα ςημεύα Α(2 , 6  και Β(4 , 3 .                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να λύςετε την εξύςωςη                                                                           
 f ( f−1 (x2 − 5x + 2  = 3                                                                                                                                              
γ) Να λύςετε την ανύςωςη                                                                            
f−1( f (x2 − x − 3  < 4 . 
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4.100 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  ,                                    
γνηςύωσ μονότονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται                                                    
από τα ςημεύα Α(1 , 5  και Β(3 , 8).                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ότι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να λύςετε την εξύςωςη                                                                
   f−1[3 + f(x2 − 3x − 3 ] = 3                                                                                                                  
γ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                 

f  2 + f−1  
 2x  + 10 

x − 1
  ≤ 8   . 

4.101 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  ,                                     
γνηςύωσ μονότονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται από                                                                                                          
τα ςημεύα Α(−1 , 5  και Β(6 , 4).                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ότι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να λύςετε την ανύςωςη                                                    

f−1 −1 + f(x2 − 2x − 4  < 6 

4.102 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ ,                                  
γνηςύωσ μονότονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται από                                                                                                             
τα ςημεύα Α(1 , 5  και Β(3 , 8 .                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ότι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να λύςετε την εξύςωςη   f ( f−1 (x2 − 3  = 5  

4.103 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ ,                                           
γνηςύωσ μονότονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται από                                                                            
τα ςημεύα Α(2 , 1) και Β(3 , 8 .                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ότι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να λύςετε την εξύςωςη                                                           
  f (−1 + f−1 (x2 + 2x   = 1                                                                                                
γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f(f−1(lnx + 1 < 8                                                                                                                                                               

4.104  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ ,                             
γνηςύωσ μονότονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται από                                                                            
τα ςημεύα Α(3 , 2  και Β(5 , 9).                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ότι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να λύςετε την εξύςωςη   f 2 + f−1(x2 + x  = 9                                                                                                           

γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f(f(x2 − 4x − 6 < 2                                                                                                                                                              

4.105 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ ,                                 
γνηςύωσ μονότονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται από                                                                            
τα ςημεύα Α(2 , 5  και Β(3 , 2 .                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ότι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f−1(5   και  f−1(2)                                                                                                                                             
γ) Να λύςετε την ανύςωςη                                                               

f−1 3 + f (x2 + 2x  > 2   

4.106 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f  γνηςύωσ μονότονη                                                                                                          
ςτο ℝ  και για την οπούα ιςχύει :                                                

 f(0  
2

+  f(1  
2

+ 13 = 6f(0 + 4f(1)                                                                                                                                

α) Να δεύξετε  ότι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                        
β  Να λυθεύ  η  f(f−1(x3 − 3x + 4 − 1 > 3                                            

 

4.107 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ ,                                                                       
γνηςύωσ μονότονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται από                                                                            
τα ςημεύα Α(1 ,−1  και Β(4 , 7).                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ότι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β  Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                
β1  f(f(x) = f(7)           β2  f−1(x = 1                         

β3  f   f−1  e2x − 2 + 3  = 7                                                                                                  

γ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                                       

f  f−1  x2 −
 5 
2

x + 3 < 7 

4.108 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ ,                                                                       
γνηςύωσ μονότονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται από                                                                            
τα ςημεύα Α(1 , 4  και Β(2 , 12).                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ότι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να λύςετε την ανύςωςη                                                                                       
f 1 + f−1(3x − 17  > 12                                                                                                    

γ  Να υπολογύςετε την τιμό τησ παρϊςταςησ :                                             
K = f−1 24 − f 5f−1(12 − 8f−1(4    

4.109 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ ,                                                              
γνηςύωσ μονότονη, τησ οπούασ η  Cf   διϋρχεται από                                                                                         
τα ςημεύα Α(5 , 9  και Β(2 , 3 .                                                                                                                                                                                                                                
α) Να δεύξετε  ότι η  f  εύναι αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                      
β)Να λύςετε την εξύςωςη  f 3 + f−1(x2 + 2x  = 9                                                                                                                              

γ Να λύςετε την εξύςωςη  f−1   x − ln
 2 
x

+ 1 = 2                                                                                                                                          

δ) Να λύςετε την ανύςωςη  f 2(x ≤ 12 f(x − 27                                                                                                                                                           
ε) Να λύςετε την ανύςωςη   f (x + lnx + 4) > 9 

4.110 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ ,                                                              
γνηςύωσ μονότονη, τησ οπούασ η  Cf   διϋρχεται από                                                                                                             
τα ςημεύα Α(1 , 5  και Β(3 , −1).                                                                                                                                                                                                                                
α  Να δεύξετε  ότι η f  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα                                                                                                                                                      
β Να λύςετε την εξύςωςη                                                              
f−1 −2 + f−1(x2 + x + 3  = 3                                                                                                                              

γ  Να λύςετε την ανύςωςη (f(x) 2 ≤ 5 + 4f(x) 

4.111 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την                                                                                  
οπούα ιςχύει  (fof)(x) = 3x −  5  με f(2) = 10 .                                                                    
α) Να δεύξετε ότι η εύναι f αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                           
β) Να βρεύτε το   f−1(2)                                                                                                                                                                                      
γ) Να λύςετε την εξύςωςη f(f−1( x − 2 − 5 = 2                     

4.112 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x =  e1−x − x .                                                                                                                                                           
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                     
β  Να λύςετε την ανύςωςη    f−1(1 − x > 𝑥 . 

4.113 Δύνεται η   f(x =  −2 x3 − 3x + 1                                                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                               
β  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                                
f−1( f (x2 − 4 − 22 < 2. 
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4.114 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  ex + x3 + x +  1                                                                                                                                                                       
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                               
β  Να λύςετε την εξύςωςη                                                                            

ex2−x + (x2 − x 3 + x2 − 2x = e x+3 + (x + 3 3 + 3 

4.115 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  ex + x    .                                                                                                                                            
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                               
β  Να λύςετε την εξύςωςη   f−1(x = x − 1                                                                                                                                              
γ  Να λύςετε την ανύςωςη  f−1(x ≥ x − 1 

4.116 Δύνεται η   f(x = 2e−2x − 3x − 2e2                                                                                                                                               
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                               
β  Να λύςετε την εξύςωςη  f(f−1(x − 2e2 − 1 = 3                                                                                                                               
γ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                            
f−1( f (x − 1 − 2e2 < 0 . 

4.117 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  3x5 +  2x3 −  1                                                                                                                                                            
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                               
β  Να λύςετε την εξύςωςη  f  f−1(4ςυνx + 2  = 4                                                                                                                              

γ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                          
f−1( f (x2 + 2x + 2 − 5 > 0  

4.118 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την                                         
οπούα ιςχύει  (fof)(x) + f(x) = 3x − 4 με  f(3) = 8                                                         
α) Να βρεύτε το  f(8)                                                                                                                                                                                                        
β) Να δεύξετε ότι η  f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                 
γ  Να βρεύτε το  f−1(3)                                                                                                                                                                                    
δ) Να λύςετε την εξύςωςη                                                    
f ( f−1 (x2 − 4x − 3  = 3. 

4.119 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ                                                                           
με   f 3(x + f(x = 27x3 + 8 .                                                                                                              
α) Να δεύξετε ότι η  f  εύναι 1-1                                                                                                                                                                                
β) Να λύςετε την εξύςωςη  f(x = 0                                                                                                                                                           
γ) Να λύςετε την εξύςωςη  f( ln2x = f(2 lnx + 3 . 

4.120 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ τησ οπούασ                                              
η Cf  διϋρχεται από το ςημεύο Α(2 , 5) για την οπούα                      
ιςχύει  (fof (x + 2f(x = x + 1                                                                                                           
α  Να δεύξετε ότι η  f   αντιςτρϋφεται                                                                     
β  Να βρεύτε το f(5)  και το  f−1(2)                                                              
γ  Να λύςετε την εξύςωςη                                                    
f−1   4 − f−1 (ln(x − 1  + 2 = 0. 

4.121 Δύνεται η  f : ℝ → ℝ  με  f(x = ex−1 + 2x − 3                                                                                                                   
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                
β  Να λύςετε την εξύςωςη  f−1(x = 0                                                                                                                                                                    
γ) Να λύςετε την ανύςωςη   f−1(lnx < 1                                                                                                                                                        
δ) Να λύςετε την εξύςωςη   f  1 +  f−1(x + 1  = 0 

 

 

4.122 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                        
f(x = ln(x + 1 −  e−x + 2x ,   f(A = ℝ.                                                                                                               
α) Να δεύξετε ότι η εύναι f αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                                    
β  Να λύςετε την ανύςωςη   f−1( ex − 2 < 0 .                                                                                                                                                                  
γ) Να λύςετε την εξύςωςη                                                                           
 f−1( x − 1 = x  ςτο  (−1 , +∞  

4.123 Δύνεται γνηςύωσ φθύνουςα ςυνϊρτηςη                                                                             
f : ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχύει :                                                                           
 f (ex + 2 + f (x + 3 = x  , x ∈ ℝ .                                                                                                                                                                                                                             
α  Να αποδεύξετε ότι  f  η εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                       
β  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με τον                                     
ϊξονα x’x                                                                                                                            
γ  Να λύςετε την ανύςωςη f  6 − f−1(x2 − 4  > 0 .  

4.124 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
ex

 ex  – 1 
                                                                                                                                                 

α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ f και να                                           
εξετϊςετε αν η γραφικό τησ παρϊςταςη τϋμνει                                                         
τουσ ϊξονεσ  x’x , y’y                                                                                                                                                                                            
β) Να αποδεύξετε ότι f η εύναι αντιςτρϋψιμη                                                        
και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                               
γ) Να λύςετε την εξύςωςη                                                                                        

f−1    
1

 1 – e 
+ 2 − f (lnx  = −1 .       

4.125 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  για την                                          

οπούα ιςχύει   ef(x) +  f(x = x   , x ∈ ℝ                                                                            
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                     
β) Να βρεύτε την f(1)                                                                                                                                                                                                        

γ) Να λύςετε την  ex−4 −  e2x+1 = x + 5 

4.126 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  για την                                                  

οπούα ιςχύει  ef(x) + f(x = x + 2 , x ∈ ℝ                                                               
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                     

β  Να λύςετε την εξύςωςη  f(lnx = f  
 e 
x
                                                                                                                                                 

γ  Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ  f                                                                                                                                                           
δ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                                                   
(x3 − 8 (ex − 3 < 𝑓(−1  . 

4.127 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ f(x =  
ex

e x + 1
                              

και   g(x = 1 − lnx                                                                                                        
α  Να αποδεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται                                                         
και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                         
β  Να βρεύτε τη ςυνϊρτηςη  (f−1og (x   και να                                        
την μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα.                                                      

γ) Αν 1 < 𝛼 < 𝛽 < e , να δεύξετε   
1 − lnα

1 − lnβ
>

 lnα  

lnβ
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4.128 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                       
f(x = x3 + αx + 2 , α ∈ ℝ .                                                                                                                         
Η γραφικό παρϊςταςη τησ  fof  τϋμνει                                                               
τον ϊξονα  y’y ςτο 14 .                                                                                                       
α  Να βρεύτε τον αριθμό το α                                                                                                                                                                      
β  Να αποδεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                  
γ  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ  των  Cf  , Cf−1                                                                                                                                                   
δ  Να λύςετε την εξύςωςη                                                                      
 f ( f(x2 − 4 + x − 1 − f(x + 1 = 0 .                                                                                                   
ε) Να λύςετε την ανύςωςη                                                                                         
f ( f( x − 2 − 5 < f−1(14  .   

4.129 Έςτω ςυνϊρτηςη  f: (0, +∞ → ℝ                                           
για την οπούα ιςχύει                                                                                                     

f(1) + f(e) = 2e + 3 , f(x − f(y = ln
 x 
y

+ 2(x − y                                                                                                                                  

α  Να βρεύτε τα   f(1) , f(e)                                                                                                                                                                          
β  Να βρεύτε τον τύπο τησ  f                                                                                                                                                                       
γ  Να αποδεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                  
δ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                            

4(x2 − 1  <  ln  
 x2  + 10 

 3x2  + 8 
    

4.130 Δύνεται η  f(x = e x + ln(x + 1 + 2                                             
α Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                   
β Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                        
β1  f−1(x > 0                                                                                                  

β2  f−1(f(x − 4 − 5 > f−1 1 − f(x − 4                                                

β3  f(x + f−1(x + 3 < 3 

4.131 Η  f : ℝ → ℝ  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα και                                                  
θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη  g(x = f(x − 2e x                               
α  Να δεύξετε ότι η  g  εύναι αντιςτρϋψιμη                                               
β  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                

f(x − 1 + 2 < 𝑓(0 + 2e x−1                                                                                
γ  Να λύςετε την εξύςωςη                                                             

g  ln
1

x − 1
 = g 2e x−1 − 2e  

 

Ε. Κοινϊ  ημεύα  Γραφικών                         
Παραςτϊςεων  𝐟 , 𝐟−𝟏 

4.132 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = e x−2 + x − 1 .                                                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                              
β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1  

4.133 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x3 + 2x + 2 .                                                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                              
β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1  

 

4.134 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = 
3x + 2

x + 2
                                                                                                                                                  

α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                              
β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1  

4.135 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x =  − x3 − x + 12                                                                                                                                                                                              
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                 
β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των Cf−1  ,   y = x                                                                                                                                                                  
γ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                      
f−1 ( f ( x − 1 + 8  < 1 . 

4.136 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x =   x3 + 2x − 2                                                                                                                                                      
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                 
β) Να βρεύτε την τιμό τησ παρϊςταςησ                                                                
Π= f−1(1 + f−1(10                                                                                      
γ  Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα τησ  Cf−1   και τησ                                                                           
ευθεύασ   y = x       

4.137 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x =  x3 + 4x − 4 .                                                                                                                                                        
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                        
β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf   ,  Cf−1                                                                                                                                                            
γ  Να λύςετε την ανύςωςη   f−1( x2 − 13 < 2 . 

4.138 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = 3x5 + x + 3 .                                                                                                                                                    
α) Να δεύξετε ότι η εύναι f  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                 
β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1                                                                                                                                                   
γ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                      
f−1( f (x2 − 3 − 4  > 0 . 

4.139 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = lnx + x −  
  e  

x
                                                                                                                           

α) Να δεύξετε ότι η εύναι f  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                 
β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf   , Cf−1                                                                                                      

4.140 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ                                                                         
με   2f 3(x + f(x = x + 16 , x ∈ ℝ                                                                                   
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                   
β) Να  βρεύτε την  f−1                                                                                                                                                                                                  
γ) Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   και                                                        
τησ ευθεύασ   y = x       

4.141 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  με                                                         
f 3(x + f(x = x − 8 ,   x ∈ ℝ .                                                                                                              
α) Να δεύξετε ότι η f εύναι αντιςτρϋψιμη                                                
και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                                                                                                
β) Να  δεύξετε ότι η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                                                                                                                                                                
γ) Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ  των  Cf  ,  Cf−1       
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4.142 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  με                                                      
f 3(x + 3f(x = x + 3 ,   x ∈ ℝ .                                                                                                              
α  Να δεύξετε ότι η f εύναι αντιςτρϋψιμη                                                  
και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                                                                                                
β  Να  δεύξετε ότι η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                                                                                                                                                                
γ  Να  λύςετε την εξύςωςη  f(x = f−1(x)        

4.143  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → (0 , +∞                                            
με   f(x + lnf(x = x  ,   x ∈ ℝ .                                                                                                              
α  Να δεύξετε ότι η f  εύναι αντιςτρϋψιμη                                           
και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                                                                                                
β  Να  δεύξετε ότι η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                                                                                                                                                                
γ  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ  των  Cf  ,  Cf−1                                          

4.144 Δύνεται  f(x =  
  1  

x
 − e x−1 + 1, x > 0                                                                                                                           

α) Να δεύξετε ότι η εύναι f αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                               
β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των Cf−1 , y = x 

4.145 Δύνεται  f(x = ln3x + 2x − 1                                                        
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                              
β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1  

4.146 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  με                                                                                     

ef(x) + f(x = x + 1 ,   x ∈ ℝ .                                                                                                              
α  Να δεύξετε ότι η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                                                                                    
β  Να  βρεύτε την  f−1                                                                                                                                                                                                  
γ  Να  λύςετε την εξύςωςη  f(x = f−1(x)            

4.147  Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x5 + x3 + x                                                                                                                                                      
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                 
β) Να  λύςετε την εξύςωςη  f−1(x = 1                                                                                                                                
γ  Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1                                                                                                                                                   

δ) Να λύςετε την ανύςωςη   ef
2
(x −3f(x) ≤ 1  

4.148  Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = lnx + x − 1                                                                                                                 
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                 
β  Να βρεύτε το διϊςτημα που η  Cf−1                                                  
βρύςκεται πϊνω από την ευθεύα  y = x                                                    

4.149 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = 3x +  x − 9 .                                                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                              
β) Να βρεύτε τo  f−1(−5                                                                                                                                                                                
γ) Να λύςετε την εξύςωςη  f(x = f−1(x)                                                                                                                                                 
δ) Να λύςετε την ανύςωςη   f−1( f (lnx − 3 > 0  

 

 

 

 

4.150 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x3 +  x − 8 .                                                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                              
β) Να βρεύτε τα  f−1(−6    και   f−1(2                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            
γ) Να λύςετε την εξύςωςη  f(x = f−1(x)                                                                                                                                                 
δ) Να λύςετε την  εξύςωςη    f (x2 − 8 = −6                                                                                                                                          
ε) Να λύςετε την ανύςωςη   f−1(logx2 ≤ 2 

4.151 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = e x−1 + 2x − 2.                                                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                              
β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1                                                        
γ  Να λύςετε την εξύςωςη f−1(2x + 1 = x + 1  

4.152  Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                   

f(x = ex+lnx + x − e2−x                                                                                                   
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                              
β) Να λύςετε την εξύςωςη                                                                   

x + xe−x − e2−2x = e−x  , x > 0                                                                                        
γ) Να λύςετε την εξύςωςη  f(x = f−1(x)                                                                                                                                                  

4.153 Δύνονται οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ των                
ςυναρτόςεων  f , g , φ , ψ  

 

Να βρεύτε ποιεσ από τισ ςυναρτόςεισ ϋχουν                             
αντύςτροφη και για καθεμιϊ από αυτϋσ να                                  
χαρϊξετε την γραφικό παρϊςταςη τησ                                    
αντύςτροφησ . (χολικό  
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4.154 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = x2019 + 4x + 4 .                                                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                              
β) Να βρεύτε τα  f−1(9                                                                                       
γ  Να λύςετε την εξύςωςη                                                                
f−1(x2 − 3x + 11 = 1                                                                                       
δ  Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1  

4.155 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = ex−3 + x − e2                           
α) Να δεύξετε ότι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                              
β) Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                             
β1  f(x = f−1(x)                                                                                                   
β2  f−1(2lnx + 2 = f−1(ln2x − 1) 

4.156 Δύνεται η  f(x = 1 − ln  x − 1 + 1                                  

α  Να μελετόςετε την f  ωσ προσ τη μονοτονύα                                  
β  Να ορύςετε τη ςυνϊρτηςη  f−1                                                            
γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f−1(x = 1                                                 
δ  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   και                                                        
τησ ευθεύασ   y = x       

4.157 Δύνεται η f(x = x2 − 2x + 2 , x ≥ 1                                             
α  Να ορύςετε τη ςυνϊρτηςη  f−1                                                            

β  Να λύςετε την εξύςωςη  (x − 1 2 =  x − 1 

4.158 Δύνεται η f(x = x3 + 2x − 2                                                       
α  Να δεύξετε ότι η f εύναι αντιςτρϋψιμη                                                    
β  Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1                                                                                                                                                         
γ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                                               

f−1 e2x − 2ex + 1 < 1                                                                               

δ Να λύςετε την εξύςωςη                                                                                         
 f 3(x + 2f(x = x + 2 

 

 

Ζ. υνδυαςτικϋσ  Αςκόςεισ  

4.159 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ∶ (0 , +∞ → ℝ  για την                                                                                                      

οπούα ιςχύει   2f(x − f  
1 
 x 
 = 3lnx , x > 0.                                                  

α  Να δεύξετε ότι  f(x = lnx .                                                                                                                                                                  

β  Θεωρούμε τη ςυνϊρτηςη  g(x = 
ex  + 2

ex  − 1
                                                                                                                                 

β1  Να  ορύςετε την ςυνϊρτηςη  h = fog                                                                                                                                                                                            
β2  Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ  h                        

 

 

 

  

4.160 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ   με  

f(x = ln(1 + ex)  και  g(x = 
ex  − 1

ex  + 1
                                                 

α  Να ορύςετε την αντύςτροφη τησ  f                                                                                                                                              
β  Να αποδεύξετε ότι η g εύναι περιττό.                                                                                                                                                 
γ  Να βρεύτε τον τύπο τησ   h: (0 , +∞ → ℝ                                          
η οπούα ικανοποιεύ τη ςχϋςη  hof = g                                                                                                                  
δ  Αν  x > 0  να αποδεύξετε ότι                                                   

h(ex + h e2x <  e3x + h e4x           

4.161  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ , γνηςύωσ 

μονότονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται από  τα                  

ςημεύα  Α(3 , 2)  και  Β(5 , 9)                                                                                                                                                                                          

α  Να δεύξετε ότι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    

β) Να λύςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

β1  f 2 + f−1(x2 + x  = 9                                                                   

β2  f e3−x − 1 − f ln(x − 2  = 0                                                           

γ  Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                                                  

γ1  f(f(x2 − 4x − 6 < 2                                                                                    

γ2  f 22−x > 𝑓(ln(x + 2 + 8                                                                       

δ  Η ςυνϊρτηςη  g : ℝ → ℝ   ικανοποιεύ τη ςχϋςη  

(fog (x − 1 ≥ f(x ≥ f(g(x − 1 , x ∈ ℝ                                                            

Να βρεύτε τον τύπο τησ g .    

4.162 Δύνεται η  g(x = ex + 2x − 1                                                       

α  Να δεύξετε ότι η εύναι  g  αντιςτρϋψιμη                                                    

β  Να δεύξετε ότι η  Cg   τϋμνει τον ϊξονα  x’x  ςε        

ϋνα ακριβώσ ςημεύο .                                                                                            

γ  Αν  (gof (x = x − 1  τότε :                                                                                    

γ1  να δεύξετε ότι η f εύναι αντιςτρϋψιμη                                                     

γ2  να λύςετε την εξύςωςη                                                     

g(f−1( x − 1 − 1 = eg(0) − 1     

4.163 Έςτω  f ∶ (−1 , +∞ → ℝ  για την οπούα 

ιςχύει  f(ex − 1 = x − e−x + 1  , ∀x > −1 και τη    

ςυνϊρτηςη  g ∶ ℝ → (0 , +∞   για την οπούα ιςχύει    

(g2(x − g(x + 1 lng(x − x = 0 , x ∈ ℝ                                  

α  Να βρεύτε τον τύπο τησ  f                                                                

β  Να λύςετε την ανύςωςη  ef(x) − 1 > 0                                              

γ  Να δεύξετε ότι η g  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε 

την αντύςτροφη                                                                                                         

δ  Να λύςετε την εξύςωςη  g f(x  = 1 .                                   
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Α. Έννοια του ορύου                                                           

5.1 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την                                                 
οπούα ιςχύουν :                                                                                         
lim

x→2−
f(x = λ(λ − 1 ,   lim

x→2+
f(x = 5λ − 9                                                                                                                     

Να βρεθεύ το λ ∈ ℝ   αν υπϊρχει το όριο  lim
x→2

f(x)    

5.2 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                                       
οπούα ιςχύουν:                                                                                         
lim

x→ 3−
 f(x = λ2 − 3λ + 2  ,  lim

x→3+
f(x = 2λ − 4                                                                                       

Να βρεθεύ το λ ∈ ℝ   αν υπϊρχει το όριο  lim
x→3

f(x) 

5.3 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την                                                            
οπούα ιςχύουν :                                                                                                        
lim

x→α−
f(x = κ3 + 3,   lim

x→α+
f(x = 2κ − 2κ2                                                                                                                     

Να βρεθεύ το κ ∈ ℝ   αν υπϊρχει το όριο  lim
x→α

f(x)  

5.4 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                                       
οπούα ιςχύουν:                                                                                         

lim
x→ x0

−
 f(x = 2λ3 + λ2 − 5λ + 8  και                                                                                  

lim
x→x0

+
f(x = λ3 − 2λ2 − 9λ = 4                                                                                       

Να βρεθεύ το λ𝜖ℝ   αν υπϊρχει το όριο  lim
x→x0

f(x)   

 

 

 

 

 

5.5  το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό 
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f . Να βρεύτε :                                                                                                 
α) lim

x→−2+
f(x)        β) lim

x→−1−
f(x)                γ) lim

x→−1+
f(x)                                          

δ) lim
x→1−

f(x)          ε) lim
x→1+

f(x)                                                                           

ζ) lim
x→2

f(x)        η) lim
x→3−

f(x)      θ)  f(1)        ι) f(−1) 

  

5.6 το παρακϊτω  ςχόμα φαύνεται η γραφικό 
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f .                                                                           
Να βρεύτε :                                                                                                                    
α) lim

x→−2
f(x)                            β  lim

x→−1
f(x)                               

γ   lim
x→0

f(x)                              δ   lim
x→1

f(x)                                                                                                                                                                                           

ε   lim
x→2

f(x)                                                                                                                                                                                                                           

 

 

 

 

Σο Όριο εύναι μια ϋννοια που 
ςυναντϊται ςτο πεδύο του 
Απειροςτικού Λογιςμού, με 
την βοόθεια του οπούου 
ορύςτηκαν ϋννοιεσ όπωσ η 
παρϊγωγοσ και το 
ολοκλόρωμα. 
Ο Γερμανόσ μαθηματικόσ 
Karl  Weierstrass                     
(1815-1897  ειςόγαγε τον 
ςυμβολιςμό lim

x→x0

 

             5. Όριο  υνϊρτηςησ   ςτο  𝐱𝐨 ∈ ℝ 
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 The limit of   f                              
as   x  approaches  𝐱𝟎                 
το όριο τησ f όταν το x 
τεύνει ςτο  x0                 
ςτα Αγγλικϊ 

 

5.7 το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η                                                                 
γραφικό παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f .                                                                                                
Να βρεύτε :                                                                                                         
α  lim

x→−2
f(x)                β  lim

x→0
f(x)              γ  lim

x→2
f(x)                               

δ  lim
x→3

f(x)                   ε  lim
x→4

f(x)                                                                    

 

5.8 το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται                                                    
η γραφικό παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f .                                                      
Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        
α) lim

x→−3+
f(x)               β  lim

x→−2
f(x)           γ  lim

x→0
f(x)                   

δ  lim
x→1

f(x)                 ε  lim
x→2

f(x)                                                        

ζ  lim
x→3

f(x)         η  lim
x→4

f(x)        θ  lim
x→5

f(x)      ι  lim
x→6

f(x)                                       

 

5.9 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την                                                                           

οπούα ιςχύει    lim
   h→0

 
f(1+h  − 1

h
 = 3 .                                                     

Να βρεύτε το όριο     lim
   h→0

 
f(1+2h  − f(1−2h 

h
           

 

 

 

5.10 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την                                                               

οπούα ιςχύει    lim
   h→0

 
f(1+h  − 2

h
 = 5 .                                                     

Να βρεύτε το όριο     lim
   h→0

 
f(1+3h  − f(1−2h 

h
 

5.11 Αν ιςχύει ότι    lim
   x→2

 
f(x  − 2

x − 1
  = 3  , να βρεύτε                           

το όριο    lim
   h→0

 
f(2+h  − f(2−h 

h
        

5.12  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ∈ ℝ , ώςτε να ϋχει 

νόημα η εύρεςη του ορύου  lim
x→λ2−λ−3

 
  9 − x2   +  1 

ex  + 1
 

 

 

 

 

 

 

 

2.  Όριο  Ρητόσ  υνϊρτηςησ  (0/0  

5.13 Να υπολογύςετε τα όρια :                                                                                                                                                                                      

α) lim
x→2

 
x2 − 4

x − 2
                            β) lim

x→ −3
  

x2− 9

x2 + 3x
                                          

γ) lim
x→1

 
x2  + 4x − 5

x2 − 1
                    δ) lim

x→1
 

1 − x

2x2  − 7x + 5
                                

ε) lim
x→ −2

 
x3  + x2  – 2x

x4 − 16
          

5.14  Να υπολογύςετε τα όρια :                                                                                                                                                                                      

α) lim
x→−1

 
2x2 – 3x − 5

x3+ 1
                    β) lim

x→ 2
  

2x2− 5x + 2 

x2 − 5x + 6
                                          

γ) lim
x→−1

 
x3− 7x − 6

x2 − 1
                       δ) lim

x→1
 
3x4  − 2x − 1

4x2+ x − 5
                                

ε) lim
x→ 

1
2

 

 
8x3− 1 

2x2+ 7x − 4
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5.15  Να υπολογύςετε τα όρια                                                                                                                                                                                    

α) lim
x→2

  
1

x − 2
−

4

x3 −  2x2                                                                         

β) lim
x→−1

  
1

x + 1
+ 

2

x2  − 1
                                                                         

γ) lim
x→3

  
1

x − 3
−  

2

x2  − 4x + 3
                                                                          

δ) lim
x→1

  
1

x2+ x − 2
−  

x

x3 − 1
      ε) lim

x→1
  

 1 

x
  – x 

x – 3 +  
 2 

 x

             

5.16 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την                         
οπούα ιςχύει   f 3(x − 3f 2(x + 3f(x = x + 9 .                                         

Να βρεύτε το όριο :  lim
x→3

 
f−1(x)

x2 − 5x + 6
     

5.17 Δύνεται η  f : [−1, +∞) → ℝ για την                                                
οπούα ιςχύει   f 3(x − 3f 2(x + 3f(x = x + 2 .                                         

Να βρεύτε το όριο :  lim
x→2

 
f−1(x − f−1(1 

 x+2 − 2
 

5.18 Δύνεται η  f(x =  
2x − 1  , x < 1
x3+3

4
  , x ≥ 1

                                                   

α  Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ  f                                                   

β  Να βρεύτε να υπϊρχει το lim
x→3

 
f−1(x  − f−1(1 

x − 1
 

5.19 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x =  x − 1                                         
και  g(x = (x − 2 2. Να βρεύτε τα όρια :                                        

α  lim
x→1

 
(fog  (x)

x2 − 1
          β  lim

x→0
 
f−1(x  − 1

x
 

5.20 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την                         
οπούα ιςχύει   2f 3(x + f(x = 3 − x , x ∈ ℝ                                                                   
α  Να μελετόςετε την f  ωσ προσ τη μονοτονύα                                  
β  Να ορύςετε τη ςυνϊρτηςη  f−1                                                            
γ  Να λύςετε την ανύςωςη f−1 2 + f(ex + 5  < 0                                   

δ  Να βρεύτε το όριο  lim
x→2

 
f−1(x  + 15

x2− 4
        

5.21 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την                                                    

οπούα ιςχύουν   lim
x→α

 
f(x)

x
 = 3 , lim

x→α
 (f(x − 3x = 5 .                      

Να βρεύτε το όριο :  lim
x→α

  
xf(x  + f2(x  + 5x2

x2f(x  − 3x3+ x2       

 

 

 

 

Γ. Όριο  Άρρητησ  υνϊρτηςησ  (0/0  

5.22  Να υπολογύςετε τα όρια :                                                                                                                                                                                  

α) lim
x→2

 
  3 − x  – 1 

2 − x
                β) lim

x→ −1
  

  x + 5  − 2 

x2 +  x
                                      

γ)  lim
x→1

  
x − 1

  x2  + 3 – 2 
         

5.23  Να υπολογύςετε τα όρια :                                                                                                                                                                                  

α  lim
x→2

 
  3 − x  – 1 

 x+7 − 3
               β  lim

x→ −2
  

   5 − 2x  − 3 

 2x +  3x2  + 4
                                                           

5.24Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την                                                       
οπούα ιςχύει  lim

x→−2
 f(x = 2 .                                                                                                     

Να βρεύτε το όριο   lim
x→−2

 
f3(x  − 8

4 −  f2(x  + 12
                            

5.25 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την                                                              
οπούα ιςχύει lim

x→3
 f(x = 2.                                                                                             

Να βρεύτε το όριο  lim
x→3

  
f2(x  − 4

  f(x  + 7− 3
       

5.26  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την                                                       
οπούα ιςχύει  lim

x→−1
 f(x = 1 .                                                                                                     

Να βρεύτε το όριο   lim
x→−1

 
f(x) − 1

  f3(x  + 3 − 2f(x)
            

 

Δ. Όριο  υνϊρτηςησ  Πολλαπλού                                      
Σύπου 

5.27 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                                   

f(x) =  

x − 1

 x + 3 − 2
  ,                x > 1

 
3x2− 5x + 2

x 2− x
   ,    0 < x < 1

  .                                                                             

Να βρεθεύ αν υπϊρχει το lim
x→1

 f(x     

5.28 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                   

f(x) =  

x2− 6x + 5

x − 1
  ,                x > 1

 
x − 1

 x − 1
   ,              0 < x < 1

  .                                                           

Να βρεθεύ αν υπϊρχει το lim
x→1

 f(x          
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5.29 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                                         

f(x) =

 
 
 

 
    

x2+ 2x

 x + 4 − 2
  ,   − 4 ≤ x < 0

x3+ 2x2− 8x

2x2 − 4x
   , 0 < x < 2  

x2 – x − 2

x2− 3x + 2
   ,           x > 2

   .                                                                                                      

Να βρεθούν, αν υπϊρχουν  τα  lim
x→0

f(x) ,  lim
x→2

f(x)                                                                                       

5.30 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                                         

f(x) =

 
 
 

 
    

x2− 3x

 x + 1 − 2
  ,   − 1 ≤ x < 3

x3− 2x2− 3x

x2 − 5x + 6
   , 3 < x < 4  

x3− 4x2+ x − 4

16 − x2    ,           x > 4

   .                                                                                                      

Να βρεθούν, αν υπϊρχουν τα  lim
x→3

f(x) ,  lim
x→4

f(x)                                                                                       

5.31 Δύνεται η f(x =  
2αx2 − βx + 2  ,   x ≤ −1
−3αx + 2β + 6  , x > −1

                                     

Να βρεύτε τουσ πραγματικούσ αριθμούσ  α , β                                                        
ώςτε να ιςχύει lim

x→ −1
f(x = 3    

5.32 Δύνεται η f(x =  
2x2 + αx + β  ,   x < 2
5αx + 2β  ,          x ≥ 2

                                     

Να βρεύτε τουσ πραγματικούσ αριθμούσ  α , β                                                        
ώςτε να υπϊρχει το όριο lim

x→2
f(x)  και η  Cf   να                                  

διϋρχεται από το ςημεύο Α(1 ,−1 . 

5.33 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                    

f(x) =  

 3x − α   ,                           x ≤ −1

x2 − αx + β   ,    − 1 ≤ x < 1

x3 − αx2 + γ   ,                x ≥ 1

  .                                                        

Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β , γ ∈ ℝ για τισ οπούεσ                            
υπϊρχει το όριο lim

x→−1
f(x)  και ιςχύει   lim

x→1
f(x = 1   .     

5.34 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                       

f(x) =  
x2 + 4βx + 1  ,                 x < 0

 x+1 − 1

x
− α −

1

2
    ,          x > 0

                                               

όπου   lim
x→8

f(x = β .Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α και β                                       

ώςτε να υπϊρχει το όριο  lim
x→0

f(x)        

 

 

 

 

Ε. Όριο  υνϊρτηςησ  με  Απόλυτεσ                                        
Σιμϋσ 

5.35 Να βρεύτε, αν υπϊρχουν, τα όρια :                                                                                                                                                                      

α) lim
x→2

 
 x − 3 −  x − 1 

x  2− 2x
          β) lim

x→ −1
 
 x3− 3x − 1 + x

 x3 + 5x + 4 − 2
                         

γ) lim
x→ −2

 
  x2− 4 −  x2  + 5x + 6  

 x2  + 3x  + x
        

5.36 Να βρεύτε, αν υπϊρχουν, τα όρια :                                                                                                                                                                      

α) lim
x→3

 
 x2− x  − 6

 x − 4  − 1
                       β) lim

x→ 1
 
 x − 2  − 1

 x  − 1
   

5.37 Αν ιςχύει  lim
x→1

f(x = 2 , να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                  

α  lim
x→1

 
 f(x +1 + f(x −3x −4

x − 1
                                                              

β  lim
x→1

 
 f(x −3x2 + f(x +1 −4

x − 1
 

5.38 Αν ιςχύει  lim
x→0

f(x = −1 , να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                  

α  lim
x→0

( f 2(x − f(x) −  f(x)                                                                            

β  lim
x→0

 
 f2(x  − f(x)  − 2

 f(x)  + 1
                                                                               

γ  lim
x→0

 
xf(x  +  f2(x)

x − 1
 

5.39 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → (−1 , +∞)                                    
για την οπούα ιςχύει  lim

x→2
f(x = 3    .                                                                                

Να βρεύτε το :  lim
x→2

 
  f(x  − 2 −  f2(x  − 5 f(x)  + 5 

 f(x  + 1 − 2
   

                   

Ζ. Όριο  υνϊρτηςησ  και  Διϊταξη 

5.40 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                       
ιςχύει    x f(x ≤  x3 + 2x  , ∀x ∈ ℝ                            
και το  όριο  lim

x→0
f(x    υπϊρχει και εύναι                                         

πραγματικόσ αριθμόσ. Να βρεύτε το  lim
x→0

f(x    

5.41 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                       
ιςχύει    x f(x − 2 f(x ≤  x2 − 5x + 6  , ∀x ∈ ℝ                            
και το  όριο  lim

x→2
f(x    υπϊρχει και εύναι                                         

πραγματικόσ αριθμόσ. Να βρεύτε το  lim
x→2

f(x    
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5.42 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                                                    
ιςχύει    (x − 2) f(x ≤  x2 − 7x + 10  , ∀x ∈ ℝ                            
και το  όριο  lim

x→2
f(x    υπϊρχει και εύναι                                            

πραγματικόσ αριθμόσ. Να βρεύτε το  lim
x→2

f(x  

5.43 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                        
ιςχύει    (x − 1 f(x ≤  x2 +  x − 2  , ∀x ∈ ℝ                                                               
και το  όριο  lim

x→1
f(x    υπϊρχει και εύναι                                              

πραγματικόσ αριθμόσ. Να βρεύτε το  lim
x→1

f(x  

5.44 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                                                                      
ιςχύει    (x3 − 1 f(x ≤  x3 − 3x2 + 2  , ∀x ∈ ℝ                            
και το  όριο  lim

x→1
f(x    υπϊρχει και εύναι                                              

πραγματικόσ αριθμόσ                                                                                                          
α  Να βρεύτε το  lim

x→1
f(x                                                                                       

β  Αν κοντϊ ςτο 1 εύναι  f(x ≠ −1, να βρεύτε                                                      

το   lim
x→1

 
 f(x −1  + f2(x  + 4f(x  + 1

 f(x +2 − 1
           

 

Η. Όριο  με  χρόςησ  Βοηθητικόσ                              
υνϊρτηςησ 

5.45  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                                 
οπούα  ιςχύει ότι  lim

x→2
 [ f(x − 3x2 + x − 2] = −4                                     

Να βρεύτε το όριο  lim
x→2

f(x                   

5.46 Να βρεύτε το όριο  lim
x→1

f(x   όταν :                                                              

α  lim
x→1

 [ f(x + 2x2 − x + 2] = 5                                                                        

β  lim
x→ 1

 
f(x  − 3

x − 1
  = 2    γ    lim

x→1
 
f(x  − 3x + 2

x − 1
 = 4                              

δ  lim
x→ 1

 
f(x  − 1

f(x  + 1
  = 2     

5.47 Να βρεύτε το  όριο  lim
x→−2

f(x    αν ιςχύουν :                                                                                                                                                              

α) lim
x→ −2

 [ 2 f(x + 1 − x] = 3   β  lim
x→ −2

 
f(x  − 1

x + 2
  = 3     

5.48 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                                       

ιςχύει    lim
x→3

 
f(x  − 2x + 4

x − 3
 = 10. Να βρεύτε τα όρια:                                        

α  lim
x→3

 f(x)                    β   lim
x→3

 
f(x  − 2

x2  − 3x
         

                                                                                                                                                                                                                             

 

 

5.49 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                                       

ιςχύει    lim
x→−2

 
f(x  − x + 6

x + 2
 = 7. Να βρεύτε τα όρια:                                        

α  lim
x→−

 f(x)               β   lim
x→−2

 
f(x  + 8

x2+ 2x
 

5.50 Αν ιςχύει ότι  lim
x→0

  
f(x  − 2

ημ x 
  = 3 ,                                                                      

να βρεύτε τα όρια :                                                                                                  

α  lim
x→0

 f(x)                       β   lim
x→0

 
f(x + 2x − 2

x
      

5.51 Να βρεύτε το όριο  lim
x→2

f(x   αν ιςχύει                                                                              

lim
x→2

 
5f(x  − 1

f(x) + 3
  = 8                                                                                                                

5.52 Αν για την ςυνϊρτηςη  f  ιςχύει                                              

lim
x→0

  
f(x  − 4

 f(x  + 2
  = 1 , τότε να βρεύτε το όριο lim

x→0
f(x     

5.53 Αν ιςχύει   lim
x→1

 
f(x  −  x3

x2  − 1
  = 2  , να βρεύτε                                                                                                  

το όριο  lim
x→1

  
f(x  −  x

 x − 1 
                     

5.54 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την                     

οπούα ιςχύει  lim
x→2

 
f(x  − x

 x2+ 5 − 3
  = 4                                                                

Να βρεύτε τα όρια :                                                                                            

α) lim
x→2

f(x                   β) lim
x→2

 
f(x  + x − 4

 x − 3  − 1
              

5.55 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την                     

οπούα ιςχύει  lim
x→4

 
f(x  − 2x + 1

 x2+ 9− 5
  = 1                                                                

Να βρεύτε τα όρια :                                                                                            

α) lim
x→4

f(x                   β) lim
x→4

 
f(x − x − 3

 x − 3  − 1
       

5.56 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την                                                         
οπούα ιςχύει ότι lim

x→2
 [ x f(x +  x2 −  8 ] = 6  .                                                       

Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                              

α)  lim
x→2

f(x                      β  lim
x→2

  
f2(x  − 5 f(x)

 f(x  − 1 − 2
                                                                                                               

5.57 Να βρεύτε το όριο  lim
x→ −1

 [ f(x ∙ g(x ]  ,  όταν                                                                       

ιςχύουν  lim
x→ −1

 
f(x)

x + 1
 = 2   και                                                                                                        

lim
x→ −1

 [ g(x (x2 − x − 2 ] = −3               
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5.58 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα                                                      

ιςχύει ότι   lim
x→1

 
f(x  − 4

x − 1
  = 3    .                                                                            

Να υπολογύςετε το όριο  lim
x→1

 
f2(x  – f(x  − 12

x2  + x − 2
            

5.59 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα                             

ιςχύει  lim
x→1

 
f(x  – 2 + (x−1 2

x − 1
 = 100 .                                                                     

Να βρεύτε τα όρια :                                                                                   

α  lim
x→1

f(x         β  lim
x→1

 
f(x  − 2

x − 1
       γ  lim

x→1
 
 f(x  − 3  − 1

x − 1
 

5.60 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                                   

οπούα ιςχύουν  lim
x→ 0

 
f(x  − 2

x 
 = −5 , lim

x→ 1
 
f(x  − 1

x − 1
 = 3 .                                                                

Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                          
α  τα  lim

x→0
f(x     και   lim

x→1
f(x                                                                

β  το  lim
x→ 0

 
(f(x −2 (f(2x+1 −1 

2x2  
              

                                                                  

Θ. Προςδιοριςμόσ  Παραμϋτρων 

5.61  Δύνεται η  f(x =  
αx2+ αx − 2

x − 1
 . Να βρεύτε την                                

τιμό του πραγματικού αριθμού  α , αν υπϊρχει το                               
lim
x→1

f(x   και εύναι πραγματικόσ αριθμόσ                                                                   

5.62 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
x2+2αx + β+ 2

x2  − 1
                                                 

Να βρεύτε τουσ πραγματικούσ αριθμούσ  α , β                                   
ώςτε να ιςχύει lim

x→ 1
f(x = 2 

5.63 Να βρεύτε τουσ πραγματικούσ αριθμούσ λ , μ                                           

ώςτε να ιςχύει  lim
x→ −1

 
2 x2+ λ  x + μ

x2 + 3x + 2
  = 5  .                 

5.64 Να βρεύτε τουσ πραγματικούσ αριθμούσ α , β                                   

ώςτε να ιςχύει lim
x→ −1

 
α  x2  + β  x − 6

x2  − 1
  = 4 .     

5.65 Να βρεύτε τουσ πραγματικούσ αριθμούσ α , β                                   

ώςτε να ιςχύει lim
x→1

 
3x2− αx + 2β

x2− 3x + 2
  = 7.     

5.66 Να βρεύτε τουσ πραγματικούσ αριθμούσ α , β                       

ώςτε να ιςχύει  lim
x→ 1

 
 x2+3 − αx

x − 1
  = β 

 

 

5.67 Να βρεύτε τουσ πραγματικούσ αριθμούσ α , β                       

ώςτε να ιςχύει  lim
x→ 1

 
 x2+3+ αx + β

x − 1
  = 

3

 2 
 

5.68  Να βρεύτε τουσ πραγματικούσ αριθμούσ α , β                                     

ώςτε να ιςχύει lim
x→ −1

 
 x3  + αx2+ β

x + 1
  = 5 .       

5.69 Να βρεύτε τουσ πραγματικούσ αριθμούσ α , β                                   

ώςτε να ιςχύει lim
x→ 1

 
 αx3  + βx

x − 1
  = 2 .       

5.70 Να βρεύτε τουσ πραγματικούσ αριθμούσ α , β                                          

ώςτε να ιςχύει  lim
x→ 4

 
 α∙ x + 3 +β∙ x−5  − 3

x2− 5x + 4
  = 7 .              

5.71 Να βρεύτε τουσ πραγματικούσ αριθμούσ α , β                                          

ώςτε να ιςχύει  lim
x→ 2

 
 α∙ x + 2 +β∙ x−4  − 2

x2− 5x + 6
  = 10 . 

5.72 Δύνεται η ςυνϊρτηςη    

f(x)= 

x2− 1

 x + 3− 2
   ,        αν − 3 ≤ x < 1

x2+ αx + β

x2− 3x + 2
          , αν   1 < x < 2

                                                                            

Να βρεύτε τουσ αριθμούσ  α , β ∈ ℝ  ώςτε                                   
να υπϊρχει το όριο  lim

x→1
f(x     . 
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Σο Κριτόριο Παρεμβολόσ 
εύναι γνωςτό ωσ                 
squeeze theorem ό ωσ 
sandwich rule/theorem 
ε πολλϋσ γλώςςεσ 
αναφϋρεται και ωσ το 
θεώρημα των                         
«Δύο Αςτυνομικών και 
του ενόσ μεθυςμϋνου» 

Ο όροσ Σριγωνομετρύα 
καθιερώθηκε το 1595 από τον 
Γερμανό Μαθηματικό 
Bartholomaeus Pitiscus          
Εντούτοισ η Σριγωνομετρύα 
αναπτύχθηκε και όταν μϋροσ των 
Μαθηματικών από την 
Αρχαιότητα. 

 

Ι. Κριτόριο  Παρεμβολόσ                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.73 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε                                                                             
2x2 − 7x + 5 ≤ f(x ≤ x2 − x − 4 , x ∈ (2 , 6) .                                                
Να βρεύτε  τα όρια:                                                                                                            

α) lim
x→3

f(x                      β) lim
x→3

 
f(x  − 2

x − 3
                        

5.74 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                               

οπούα ιςχύει   x2 + x ≤ f(x ≤ 12 x + 3 − 22 .                                                            
Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                 

α) lim
x→1

f(x                       β) lim
x→1

 
f(x  − f(1)

x − 1
              

5.75 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                          
οπούα ιςχύει   f(x − x + 2  ≤  x2 − 2x + 1 , x ∈ ℝ.                                        
Να βρεύτε το όριο  lim

x→1
f(x         

5.76 Δύνεται η  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα                                                       
ιςχύει   xf(x − 2f(x − x2 + 4 ≤ x2 − 4x + 4 ,                                                
για κϊθε  x ∈ ℝ .   Να βρεύτε το όριο  lim

x→2
f(x                                                                  

5.77 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε να                                            
ιςχύει   f 2(x − x2 ≤ 2(f(x − x , για κϊθε  x ∈ ℝ .                         
Να βρεύτε το όριο  lim

x→1
f(x            

5.78 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε να                                            
ιςχύει   f 2(x ± 4f(x ≤ x2 − 4  , για κϊθε  x ∈ ℝ .                         
Να βρεύτε το όριο  lim

x→0
f(x  

5.79 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την                                                                 
οπούα ιςχύει   f 2(x ≤ 2x2f(x  , για κϊθε  x ∈ ℝ .                                
Να βρεύτε το όριο  lim

x→0
f(x  

 

 

5.80 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                
οπούα ιςχύει  f 2(x + ςυν2x ≤ 2 f(x , x ∈ ℝ .                       
Να βρεύτε το όριο  lim

x→0
f(x    

5.81 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                             

οπούα ιςχύει   
f2(x  − 6 f(x)

x + 3
 ≤ x − 3  για  x > −3 .                      

Να βρεύτε το όριο  lim
x→0

f(x    

5.82 Αν ιςχύει  2 x + 2 ≤ f(x ≤ x + 3  , x ≥ −2  ,                             
να υπολογύςετε τα όρια :                                                                                

α  lim
x→−1

f(x       β  lim
x→−1

 
f(x  − 2

x + 1
     γ  lim

x→−1
 
2f2(x  − 8

x2+ 3x + 2
             

5.83 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                
οπούα ιςχύει  2x − 1 ≤ f(x ≤ x2 ,∀x ∈ ℝ                                                                                   
Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                       
α  lim

x→1
f(x                           β  lim

h→0
f(1 + h                                                          

γ  lim
x→1

 
 f2(x −3  + f(x  − 3

f(x  − 1
                      

5.84 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f , g ∶ ℝ →  ℝ                                                                      
για τισ οπούεσ ιςχύουν :                                                                         

lim
x→1

 
f(x  

x − 1
  = 2 ,  g(x − 1 ≤  f(x)  για κϊθε  x ∈ ℝ .                                              

Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                       

α  lim
x→1

f(x                β  lim
x→1

g(x          γ  lim
x→1

 
f g(x  

 g(x) − 1
 

 

Κ. Σριγωνομετρικϊ   Όρια                                             

 

5.85 Να υπολογύςετε  τα όρια :                                                                                        

α) lim
x→0

 
ημ x

  x2  + x  
     β) lim

x→0
  

ημ x

  x + 4 – 2 
    γ) lim

x→0
 
  ημ3x  

x
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5.86 Να υπολογύςετε  τα όρια :                                                                                        

α) lim
x→0

 
x + ημ x

 2x + 3ημ x  
                β  lim

x→0
 

x + ημ x

 2x + ημ5x  
                                              

γ  lim
x→0

 
 ημ3x

  7x + 9−3  
 

5.87 Να υπολογύςετε  τα όρια                                                                                          

α) lim
x→0

  x ∙ ημ
1

  x  
               β) lim

x→0
  ημx ∙ ςυν

1
  x  

                                        

γ) lim
x→0

  x2 ∙ ςυν
1

  x  
                             

5.88 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε να                                   
ιςχύει  ημ2x ≤ f(x + 2x ςυνx ≤ x2   για κϊθε x ∈ ℝ.                                                                     
Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                 

α) lim
x→0

f(x                     β  lim
x→0

 
 f(x   +  2x 

x2         

5.89 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε                                                          
f 2(x − 2xf(x ≤ ημ2x − 2x ημx , για κϊθε  x ∈ ℝ .                         
Να βρεύτε  τα όρια:                                                                                                                      

α) lim
x→0

f(x                    β  lim
x→0

 
f(x)

x
            

5.90 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                                                    
οπούα ιςχύει   x2f(x − ημ2x ≤ x4   .                                                                         
Να βρεύτε το όριο  lim

x→0
f(x            

5.91 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα                             
ιςχύει  f 2(x − 2x ∙ ημx ≤ 2x ∙ f(x + ημ2x .                                                                    
Να βρεύτε το όριο  lim

x→0
f(x       

5.92 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                                                           

ιςχύει  ότι   lim
x→0

 
 f(x  

x
  = λ    και                                                                       

 f 3(x + f(x ημ2x = 2x2  ημx  για κϊθε x ∈ ℝ .                                  
Να βρεύτε το λ . 

5.93 Δύνεται η  f ∶ ℝ →  ℝ  με  lim
x→0

 
 f(x  

x
  = λ  και                                                   

f 3(x + f 2(x ημx + x3f(x = 2x2ημx , x ∈ ℝ .                                                                                                                                                                                                                           
α  Να βρεύτε το λ                                                                                                                                                                                                               

β  Να βρεύτε το όριο   lim
x→0

 
 f2(x  + xf(x  + x ημ x 

f2(x   + x2+ ημ 2x
   . 

5.94 Αν ιςχύει  lim
x→0

 
 f(x  − 3 

x
  = 4 , να βρεύτε                                                         

το  lim
x→0

f(x   και το   lim
x→0

 
 f2(x  − 5f(x  + 6 

2x + ημ x
 

 

 

 

5.95 Αν ιςχύει  lim
x→0

 
 f(x   

x
  = 2 , να βρεύτε τα όρια :                                                                                                              

α   lim
x→0

 
 f(x  + f(2x)  

x
              β  lim

x→0
 
 x2f(x  + xf2(x   

f3(x  + x3                                         

γ  lim
x→0

 
 f(x  + ςυν x − 1  

f(x  + ημ x
              

5.96 Αν ιςχύει  lim
x→0

 
 f(x   

x
  = 1 , να βρεύτε τα όρια :                                                                                                              

α   lim
x→0

 
 f(2x  + f(3x)  

x
             β  lim

x→0
 

 xf(x  + x2   

f2(x  + ημ 2x
                                             

γ  lim
x→0

 
 f(x  +  x + 1 − 1  

f(x  + εφx
  

5.97 Αν ιςχύει  lim
x→0

 
 f(x   

x
  = 2, να βρεύτε  τον  α ≠ 0,                             

αν ιςχύει  lim
x→0

 
 xf(2x  + f(x ∙ημα x 

2x2− ημ 2x
  = 8 

5.98 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ  για την                   
οπούα  ιςχύει   f 4(x + 2006f(x = 2x + 6 , x ∈ ℝ .                                             
α  Να δεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                       
β  Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ f                                                                                                                 

γ  Να βρεύτε το όριο   lim
x→0

 
2f−1(x  + ημ x + 6

x
                       

5.99 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ                                              

για την οπούα  ιςχύει    lim
   h→0

 
f(1+h  

h
 = 2 .                                                                                                

Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                         
α  lim

x→1
f(x                                                                                                                                

β  lim
x→1

 
 f2(x −1  + f(x  − 1

f(x)
                                                                                                    

γ  lim
x→1

 
 ημ f(x  − εφ f(x)  

ημf(x  +  εφ f(x)
 

5.100 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  για την 
οπούα ιςχύει  f 3(x + 3f(x = x + 4 , x ∈ ℝ .                                             
α  Να δεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                       
β  Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ f                                                                                                                 

γ  Να βρεύτε το όριο   lim
x→1

 
f−1(x  

 ημ (x−1)
              

5.101 Θεωρούμε τισ ςυναρτόςεισ  f(x = e3x+2                                
και  g(x = lnx2 . Να βρεύτε το όριο :                                                                

lim
   x→0

 
(gof  (x  − ημ 2x − 4 

x
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Α. Εύρεςη  Ορύου  α/0 

6.1 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                          

α) lim
x→0

  
 x – 2  

x2                         β  lim
x→2

  
2x − 7

  x − 2  
                                                               

γ  lim
x→3

  
2x − 1

 x2  − 6x + 9 
          

6.2  Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                          

α) lim
x→2

  
 x3− 5x − 1  

4 − 4x + x2              β  lim
x→−1

  
x2− 2x − 5

  x + 1  
                                    

γ  lim
x→0

  
2x − 3

x3− 2x2  
           

6.3 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                          

α) lim
x→0

  
  1  

x4+ x3− 2 x2             β  lim
x→3

  
1

 x2− 6x + 9 
                            

γ  lim
x→0

  
x − 1

x4+ x2  
                     δ  lim

x→−2
  

2x + 1

 x2+ 4x + 4 
 

6.4 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                          

α) lim
x→5

  
 x − 1  

x3−10 x2+ 25x
              β  lim

x→0
  
ημ x 

x3   
                                                 

γ  lim
x→0

  
2x + 1

x6+ x2  
                                            

6.5 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                      

α) lim
x→4

 
x + 5

x − 4
                              β  lim

x→3
  

4 x − 7

x2 − 9
                                             

γ  lim
x→ −2

 
x + 5

 x2 − 2x – 8 
                

6.6 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                      

α) lim
x→2

 
4x + 5

x2  − 4
                        β  lim

x→5
  

3x + 1

x2 − 25
                                             

γ  lim
x→ 2

 
x2+ x 

x − 2 
                

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

Β. Εύρεςη  Παραμϋτρων  ςτην  μορφό  
α/0 

6.7 Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ  ώςτε να ιςχύει                                            

lim
x→2

  
x − 3

x2  + λx + λ  + 8
   = −∞        

6.8 Να βρεύτε το  κ ∈ ℝ  ώςτε να ιςχύει                                           

lim
x→2

  
x2− 3x 

x2  + κx + 4
   = −∞       

6.9 Να βρεύτε το  κ ∈ ℝ  ώςτε να ιςχύει                                           

lim
x→1−

  
2x2+ 1 

x2  + κx + 3
   = +∞                   

 

Γ. Φρόςη  Βοηθητικόσ  υνϊρτηςησ  
ςτο  α/0 

6.10 Να βρεύτε το  lim
x→1

 f(x) ώςτε να ιςχύει                                         

lim
x→1

 
2x − 1

f(x)
 = +∞ 

6.11 Να βρεύτε το  lim
x→1

 f(x) ώςτε να ιςχύει                                         

lim
x→1

 
f(x) − 2

x + 4
 = +∞ 

6.12 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την                       
οπούα ιςχύει  lim

x→0
 [ x2  f(x ] = 3. Να βρεύτε τα όρια :                                               

α  lim
x→0

 f(x)                          β  lim
x→0

 [ f(x ημx ημ3x ]           

6.13 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την                           

οπούα ιςχύει  lim
x→0

 
x∙f(x)

ημ x + x
  = +∞.Να βρεύτε τα όρια:                                                          

α  lim
x→0

 f(x)                                   β  lim
x→0

 f(x) ∙ ημ  
1

f(x)
                                                                                                                                                                                 

γ  lim
x→0

 (ςυν  
1

f(x)
  −1) ∙ f(x)                                                   

δ) lim
x→0

 f 2(x ∙ ημ  
1

f(x)
 ∙ (ςυν  

1

f(x)
  −1) 

 

 

                6. Μη  Πεπεραςμϋνο  Όριο  ςτο  𝐱𝟎 ∈ ℝ 
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6.14 Να βρεύτε το  lim
x→2

 f(x) ώςτε να ιςχύει :                                                                                                                        

α   lim
x→2

 
x − 3

f(x)
 = +∞               β  lim

x→2
 

f(x)

x + 1
 = −∞                                      

γ  lim
x→2

 [ (3x + 1 ∙  f(x ] = +∞ 

6.15 Να βρεύτε το  lim
x→1

 f(x) ώςτε να ιςχύει :                                                                                                                        

α   lim
x→1

 
x − 4

f(x)
 = +∞                 β  lim

x→1
 

f(x)

x + 2
 = −∞                                              

γ  lim
x→1

 [ (3x2 − 2 ∙  f(x ] = +∞   (χολικό  

                                                                                                                                      

Δ. Σο  Σϋχναςμα  του                                                          
Κοινού  Παρϊγοντα 

6.16  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                      
οπούα ιςχύει  lim

x→0
 f(x) = +∞ . Να βρεύτε τα όρια :                                                      

α  lim
x→0

  
f(x  − 1

f(x  + 1
                β  lim

x→0
  (f 2(x − f(x + 1                           

γ   lim
x→0

  
 f2(x  + 1

f(x  
                                                                                                                                                                  

6.17 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την ο                                             
πούα ιςχύει  lim

x→2
 f(x) = +∞ . Να βρεύτε τα όρια :                                                      

α  lim
x→2

  
1

f(x)
                         β  lim

x→2
  

f2(x  −  3 f(x)

f(x  +  2
                                                                                                                                                              

γ  lim
x→2

 
4f3(x  −  3f(x  + 1

 2f 3(x  +  5f2(x  – 6 
                                                                                      

δ  lim
x→2

 
f2(x  −  4f(x  + 3

 f 3(x  − 2f2(x  +  f(x  – 3 
      

6.18 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                                     
οπούα ιςχύει  lim

x→1
 [  x − 1 f(x  ] = 1 .                                                               

Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                    

α  lim
x→0

 f(x)                   β  lim
x→0

 
f(x  + 1

f2(x  + f(x  + 1
           

6.19 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                         
οπούα ιςχύει  lim

x→2
 [ (x2 − 4x + 4 f(x  ] = −8 .                                                                            

Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                       

α  lim
x→2

 f(x)                   β  lim
x→2

 
3f2(x  + f(x  + 4

5f3(x  + 1
           

 

 

 

 

6.20 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                         
οπούα ιςχύει  lim

x→3
 f(x) = +∞ . Να βρεύτε τα όρια :                                                      

α  lim
x→3

  
1

f(x)
                                  β  lim

x→3
  

f2(x  −  2 f(x)

f(x  +  1
                                                                                                                                                              

γ  lim
x→2

 
3f4(x  −  2f2(x  + 3

 5f 4(x  – 3f(x  + 1 
                                                                                              

δ  lim
x→3

 
f2(x  −  2f(x  + 8

 f 3(x  + 2f2(x  − 4f(x  + 1 
                                                                                

ε  lim
x→3

 
 3f2(x  − 5f(x  + 1

f(x  + 6
     

6.21 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την 
οπούα ιςχύει  lim

x→1
 f(x) = +∞ . Να βρεύτε τα όρια :                                                      

α  lim
x→1

  
f(x  + 1

f(x  − 1
                      β  lim

x→1
  

f2(x  −  f(x  + 1

f2(x  + f(x  +  1
                                                                                                   

γ  lim
x→1

  (f 2(x − f(x + 2                                                                       

δ  lim
x→1

 
 f2(x + f(x  + 1

f(x  
                                                                                                                       

                                             

Ε. Όριο  με  Απόλυτεσ  Σιμϋσ  ςτο  α/0 

6.22 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την 
οπούα ιςχύει  lim

x→2
 f(x) = +∞ .                          .                                                                                       

Να βρεύτε το όριο  lim
x→2

  
x2  −  4

 3 − x f(x   −   2 f(x  − 3 
                                          

 

Ζ. Όριο  α/0  και  Διϊταξη 

6.23 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ για την                         
οπούα ιςχύει   x2  f(x ≥ x + 3 ,   ∀x ∈ ℝ .                                          
Να βρεύτε τα όρια :                                                                           
α   lim

x→0
 f(x)                                                                                                       

β   lim
x→0

  [ ( f(x −  2010   ημ
1

f(x)
 ]    

6.24 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα 
ιςχύει   (x2 − 4x + 4  f(x ≥ x − 3 ,   ∀x ≠ 2 .                  
Να βρεύτε το όριο  lim

x→2
 f(x)      

6.25 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ για την                         
οπούα ιςχύει   x3  f(x ≥ x + ημx ,   ∀x ∈ ℝ .                                          
Να βρεύτε το όριο  lim

x→0
 f(x) 
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Α. Όριο  Πολυωνυμικόσ  υνϊρτηςησ                         

7.1 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                            
α) lim

x→+∞
 (4x3 − 2x2 + 5x − 3)                                                                                     

β) lim
x→+∞

 (−2x3 + 5x − 1)                                                                                                               

γ)  lim
x→−∞

 (2x5 + 3x2 − 1)                                                                                             

δ)  lim
x→−∞

  (3x2 −  5x + 7)                          

7.2 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                            
α) lim

x→+∞
 (3x2 − x + 2)                                                                                          

β) lim
x→+∞

 (−x4 + 4x2 − 2017)                                                                                                               

γ)  lim
x→−∞

 (−4x3 + 2x2 + x − 4)                                                                                             

δ)  lim
x→−∞

  (−2x2 + x + 3)   

7.3 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x7 + 2x − 3                                           
Να βρεύτε το όριο  lim

x→−∞
   f(100 − f(200  ∙ f(x)                      

 

Β. Όριο  Ρητόσ  υνϊρτηςησ 

7.4 Να βρεύτε τα όρια  :                                                                                                                                                                                              

α) lim
x→+∞

 
6 x3 − 5x2+ 7x − 4

2x2 − 3x + 5
                                                                                                   

β) lim
x→−∞

  
4x5  − 5x2  + 2x − 6

2x3 + 5x2  − x − 6
                                                                            

γ) lim
x→−∞

 
−3x6 + 4x2  − 5x −3

−6x3  + 2x2  + 7x + 4
        

7.5 Να βρεύτε τα όρια  :                                                                                                                                                                                              

α) lim
x→+∞

 
 x3 + 2x2+ 3x − 5

2x3 + x + 2018
                                                                                               

β) lim
x→−∞

  
4x5  − x2  + 3x − 1

2x8 + 5x2  − 2 x + 6
                                                                                    

γ) lim
x→+∞

 
 4x2  − 5x −3

x5  + 2x2  + 3x + 1
            

 7.6 Να βρεύτε τα όρια  :                                                                                                                                                                                                           

α) lim
x→+∞

  ( 
2x2

x − 1
 + 

3x

x + 1
)                                                                                         

β  lim
x→−∞

( 
x3

x − 2
+ 

x2

x + 3
 )      

            

 

 

 

 

Γ. Όριο  με  Απόλυτεσ  Σιμϋσ 

7.7 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                
α  lim

x→+∞
   3x2 − 5x + 6                                                                          

β  lim
x→−∞

  2x3 − 3x2 + 6x − 1                                                             

γ  lim
x→+∞

 −5x2 + 6x − 1  

7.8 Να βρεύτε τα όρια :                                                                             

α) lim
x→+∞

 
 x2− 5x + 4  − 6x2

 x3− 3x2 + 5  − x3                                                                  

β) lim
x→−∞

 
 x3  + 4x2  − 3x + 5 + x3

 x2 − 2x −3 − x2                

7.9 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                  
α) lim

x→+∞
 ( x3 − x2 + 2 −  x3 + x2 + 4                                                  

β  lim
x→−∞

 
 x5− x2+ 1  −  x5− x 

x2+ x + 1
  

7.10 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                  
α) lim

x→−∞
 ( x2017 − x2 + 3x − 4                                                              

β  lim
x→+∞

 
 x2017− x3  – x ∙  x2016− x2− 1  + 1

 x − 1
 

 

Δ. Όριο  Άρρητησ  υνϊρτηςησ 

7.11  Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                         

α  lim
x→+∞

  x2 − 3x + 2       β  lim
x→−∞

   3x2 − 5x + 2                               

γ  lim
x→+∞

 
3x − 2

 4 x2  + 7
             

7.12  Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                         

α  lim
x→+∞

 
3

 x2+ 5
                     β   lim

x→+∞
   

16x2+ 3

9x2− 2x + 1
                                  

γ  lim
x→+∞

 4x2 − x − 5
3

    

 

 

 

           7. Όριο  υνϊρτηςησ  ςτο  Άπειρο 
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7.13 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                                    

α)  lim
x→+∞

 ( 4x2 − 3x + 2 + x)                                                                         

β) lim
x→−∞

   x2 + 4 − 2x                                                                                   

γ lim
x→−∞

   9x2 − 4x + 5 − 3x    

7.14 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                         

α  lim
x→+∞

 
2

 x2+ 3 + x
                                                                           

β) lim
x→+∞

   x2 + 3 +  4x2 − 2                                                                           

γ   lim
x→−∞

 
3x + 5

 x2+ 3− 2 x
            

7.15  Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                                                                             

α  lim
x→+∞

   3x −  9x2 + 1                                                                                     

β  lim
x→+∞

 (  4x2 + x + 1 − 2x + 1 )                   

7.16 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                                                                             

α  lim
x→−∞

   2x +  4x2 + 3x − 1                                                                 

β  lim
x→+∞

 (  4x2 + 2x + 3 −  4x2 + x + 2 )  

7.17  Δύνεται η  f(x =  9x2 + 1 − 3x.                                                                   
Να βρεύτε τα όρια                                                                                                   

α  lim
x→−∞

 
 f(x  

x
       β  lim

x→−∞
(f(x + 6x  

 

Ε. Όριο  Εκθετικόσ  υνϊρτηςησ 

7.18 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                       

α) lim
x→+∞

 
3x  + 3∙2x

3x  − 2x                     β) lim
x→−∞

 
3x +1  + 5∙ ex

2∙ 3x  − ex                                              

γ) lim
x→+∞

 
4∙ 5x +2 +  5∙ 3x +1

2∙5x +1  − 3x +2      δ) lim
x→+∞

 
5∙ex  + 22x

2∙ex+1 −  22x+3     

7.19 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                       

α) lim
x→−∞

 
2x  + 3x +1

3x  + 2x              β) lim
x→−∞

 
4x +1− 3x+2

22x  + 3x                                              

γ) lim
x→−∞

 
ex  + 3x+1

ex +2+ 3x+3         δ) lim
x→+∞

 
ex +1  + 3x +2−2x

ex  + 2∙3x +1  

7.20  Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                       

α) lim
x→+∞

 ex2
            β) lim

x→−∞
 ex3− x                                                            

γ  lim
x→0

 e
 

1

x2            δ  lim
x→+∞

  e3x − 4e2x + 5ex − 3  

 

 

7.21 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                      

α) lim
x→+∞

 3 
x3− 5x + 3

x − 4               β) lim
x→−∞

 e
x2+ 5x
x + 2                                                         

γ) lim
x→−∞

 e 
 x2+ 3+ x          

7.22 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                      

α) lim
x→+∞

 4 
3x4− x + 1

x + 1
 − x2

       β) lim
x→−∞

 e
x2+ x
x − 1

 − 4 x
 x + 1                                                        

γ) lim
x→+∞

  
2

π
  
 x2−x+1− 9x2+2

          

7.23 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την 

οπούα ιςχύει :  ef(x) + f(x = x ,∀x ∈ ℝ                                               
α  Να δεύξετε ότι η  f  αντιςτρϋφεται                                                     

β  Να βρεύτε το όριο  lim
x→−∞

 
f−1(x 

x
            

 

Ζ. Όριο  Λογαριθμικόσ  υνϊρτηςησ 

7.24 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                        
α) lim

x→+∞
ln(2x + 3                β) lim

x→−∞
ln(x2 + 3                 

γ) lim
x→+∞

 ln(ex + 2               δ  lim
x→+∞

 ln x +  x2 + 2  

7.25 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                        

α) lim
x→0

 (2ln2x − 3lnx + 5                 β) lim
x→0

  
lnx

x2                           

γ) lim
x→+∞

  
 ln 2x −  lnx  + 5

2 ln 2x + 3 lnx  + 5
   

7.26 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                        

α) lim
x→0+

 
lnx

ημ x
        β) lim

x→−∞

 ex  
x

     γ) lim
x→+∞

ln 1+e−x 

x
 

7.27 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                        

α) lim
x→+∞

 
8 ln 2x − 4 lnx  + 5

2 ln 2x + 5 lnx  − 2
                                                                                                                             

β) lim
x→0+

 
9 ln 3x − 4 ln 2x + 8

3 ln 2x  + 5 lnx  + 7
   γ) lim

x→0+
 

3lnx +2

4 ln 3x + ln 2x + 1
     

7.28 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                            
α)  lim

x→+∞
 [ln(x3 + 2x − ln(x2 − 1)]                                       

β) lim
x→+∞

 [ln(x + 2 − ln(x2 + 3x ]       

7.29 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                             
α) lim

x→−∞
 [2 ln(x2 + 1 − ln(x2 − 3x ]                                    

β) lim
x→+∞

 [ln(3x + 5x − x]      
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7.30  Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                             
α) lim

x→+∞
 [ln(x4 + 5 − ln(x2 + 3 ]                                                                                 

β) lim
x→+∞

 [ln(ex +  2 − 3x]                                                                                      

7.31 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                            
α)  lim

x→+∞
 [3lnx − ln(2x2 − x + 1)]                                                                         

β) lim
x→+∞

 [ln(ex + 2 − ln(2ex + 1 ]                                                                         

γ  lim
x→+∞

 [2x − ln e2x + ex + 1 ] 

7.32 Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                                                         

α) lim
x→+∞

  lnx −   x2 +  2x + 3                                                                                    

β) lim
x→+∞

  ln ex+2 + 3 −  x − 2                                                                                                                                                                                    

7.33 Δύνεται η  f(x = ln(2x − 4x − e  
2 −  x3

 x2+  x                                                                                                                        
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ f                                                                                                                                                                     
β) Να βρεύτε το όριο  lim

x→−∞
 f(x)      

7.34  Δύνεται η  f(x = log  
x2− 1

 x2                                                                                                                       

α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ f                                                                                                                                                                     
β) Να δεύξετε ότι  f(x < log(2𝑥 − 2 , x > 1                                                            
γ  Να βρεύτε το όριο lim

x→+∞
[f(x − log(2x − 2]  

 

Η. Σριγωνομετρικϊ  Όρια  ςτο  Άπειρο 

7.35 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                                     

α) lim
x→+∞

(x + 2ημx                  β) lim
x→+∞

  
x ημ x

x2  + 3
                                   

γ) lim
x→+∞

   
x + 2ημ x

x + ημ x
                  

7.36 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                                     

α) lim
x→+∞

 
x − ημ x

x
                    β) lim

x→+∞
 
4x −3 ημ x

5x + 3
                                          

γ) lim
x→+∞

 
4x + 3 ημ x

5x − 3 ςυν x
                                                                                                                                                             

δ)  lim
x→+∞

 
x ημ x

x2  − 5x + 3
      ε) lim

x→+∞
 [  x2 + 2 − x ημ4x]       

7.37 Να βρεθούν τα όρια                                                                                                                                                                                           

α) lim
x→+∞

  
x2  ημ

 1 

x

2x + 3
         β  lim

x→+∞
 ( 

x2  + 4x − 3

x + 2
 ∙ ημ

1

 x 
 )                                     

γ) lim
x→+∞

 [  4x2 + 2 −   x2 + x  ημ  
1

 x 
 ]              

 

 

7.38 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                                            

α) lim
x→+∞

 3 
2x − 3 ημx
2x + ςυνx     β) lim

x→+∞
 [ln(x2 + ςυνx − lnx]        

7.39 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                                            

α lim
x→+∞

 e 
x + ημx

x − ςυνx    β) lim
x→+∞

 [ln(x + ημx − 2lnx] 

7.40 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x2 + 1 + x .                                                  
Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                

α  lim
x→+∞

 f(x)                     β  lim
x→+∞

f(x) ∙ ημ 
1

f(x)
                                

γ) lim
x→+∞

 f(x − f(x) ∙ ςυν
1

f(x)
                                                                          

δ) lim
x→+∞

f 2(x ∙  1 − ςυν
1

f(x)
 ∙ ημ 

1

f(x)
              

7.41 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x2 + 1 − x .                                
Να βρεθούν τα όρια :                                                                                         

α  lim
x→−∞

 f(x)                         β  lim
x→−∞

f(x) ∙ ημ 
1

f(x)
                                

γ) lim
x→−∞

 ημf(x ∙ ημ
1

f(x)
        

7.42  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την 
οπούα  ιςχύει : f 3(x + 3f(x = x + 4 ,∀x ∈ ℝ                                              
α  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ τη μονοτονύα                                               

β  Να λύςετε την ανύςωςη f  2x2+4x < 3                                              

γ  Να ορύςετε την αντύςτροφη                                                                                                             

δ  Να βρεύτε το όριο   lim
x→+∞

 
f−1(x  ∙ ημ x

x4                        

                                   

Θ. Κριτόριο  Παρεμβολόσ  ςτο  Άπειρο 

7.43 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  με :                                                     
6x3 − 5x2 + 2 ≤ f(x ≤ 6x3 + 2x2 + 4 , ∀x ∈ ℝ .                                                                         
Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                            
α) lim

x→+∞
 f(x)                                                                                                                        

β) lim
x→−∞

  
f(x)

x2  +3x − 5
                                                                                                                                                                                          

γ) lim
x→−∞

 
f(x)

2x3  – x + 25
                                                              

δ) lim
x→+∞

 
f(x)

x4  − 2x3  + x
                   

7.44 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την 
οπούα ιςχύει :   (x2 + 1 f(x − x ≤  1,∀x ∈ ℝ .                                                             
Να βρεύτε το όριο  lim

x→+∞
 f(x)          
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7.45 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την                                           

οπούα ιςχύει :   f(x + x ≤ e
− 1

x2  ,  ∀ x ≠ 0                                                                               
Να βρεύτε το όριο  lim

x→0
 f(x)                                                                                                                                              

7.46 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ                                                
για την οπούα ιςχύει :                                                                                         
 (x3 + 1 f(x − 2x3 ≤  x2 +  1,∀x ∈ ℝ .                                               
Να βρεύτε τα  όρια:                                                                                                                                                                                                            

α) lim
x→+∞

 f(x)                 β)  lim
x→+∞

  
 f(x  

x
 ∙ ημx       

7.47 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                              
οπούα ιςχύει :   xf(x ≥ x3 + x + 1 , x > 0                                    
Να βρεύτε το όριο  lim

x→+∞
 f(x)                                             

7.48 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                                    
οπούα ιςχύει :   f(x ≥ x4 − x + 2018 , x < 0                                    
Να βρεύτε το όριο  lim

x→−∞
 f(x)                                                                                        

 

Ι. Με  Φρόςη  Βοηθητικόσ  υνϊρτηςησ 

7.49 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                                  

οπούα ιςχύει  lim
x→+∞

 
x f(x  −   x2+ x + 2

2x + 1
   = 3 .                                                   

Να βρεύτε το  lim
x→+∞

 f(x)                      

7.50 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                             

οπούα ιςχύει  lim
x→+∞

 
xf(x  − ημ x

x + 1
  = 3  .                                                                   

Να βρεύτε το  lim
x→+∞

 f(x)                                                      

7.51 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την                                        
οπούα  ιςχύει  lim

x→+∞
  [f(x − 3x] = −2 .                                                                       

Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                                             

α) lim
x→+∞

 f(x)                           β) lim
x→+∞

  
f(x)

x
                                                        

γ)  lim
x→+∞

  
x f(x  +  x2  +  1

x f(x − 3 x2 +  2
             

7.52 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                          
οπούα ιςχύει lim

x→+∞
 [f(x − 4x] = 3  .                                                            

Να βρεύτε τα όρια :                                                                                            

α) lim
x→+∞

 f(x)                           β) lim
x→+∞

  
f(x)

x
                                                           

γ)  lim
x→+∞

  
2 f(x  +  7x

x f(x  − 4 x2 + 2x + 1
                     

 

 

Κ. Προςδιοριςμόσ  Παραμϋτρων 

7.53 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ  ώςτε                                               

να ιςχύει :  lim
x→+∞

  
x2+3

x−2
+ αx + β  = 5                                                                               

7.54 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ  ώςτε                                                

να ιςχύει :  lim
x→−∞

  
2x3+ 1

x2+ 2
− αx − β  = 0    

7.55 Δύνεται η  f(x = 
αx2+ 5βx + 4

x + 1
  Να βρεύτε τισ 

τιμϋσ των α , β ∈ ℝ  ώςτε :  lim
x→+∞

 (f(x − 2x = 0                                            

7.56 Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ , ώςτε το όριο                                                          

lim
x→+∞

   x2 + 5x + 10 − λx  να υπϊρχει ςτο ℝ                                               

(χολικό  

7.57 Να βρεύτε το  α ∈ ℝ , ώςτε το όριο                                                          

lim
x→+∞

   4x2 + 1 − αx  να υπϊρχει ςτο ℝ                                                

7.58 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ  ώςτε                                            

να ιςχύει :  lim
x→+∞

   x2 + αx + 10 +  βx = 3      

7.59 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ  ώςτε                                            

να ιςχύει :  lim
x→−∞

   4x2 + 8x − 5 +  αx +  β = −5      

7.60 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ  ώςτε                                                 

να ιςχύει :  lim
x→−∞

   x2 + 6x +  αx +  β = 2      

7.61 Δύνεται γνηςύωσ μονότονη ςυνϊρτηςη                                                    
f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχύει                                                                    

lim
x→+∞

   x2 + 2x + 4 − xf(1) + f(2) = 7                                      

Να βρεύτε το εύδοσ τησ μονοτονύασ τησ  f  

7.62 Έςτω η ςυνϊρτηςη  f : (−∞, 0) → ℝ  για την                                                              
οπούα ιςχύουν:                                                                                                   

lim
x→−∞

 
f(x)

x
  = 2   και   lim

x→−∞
  [f(x − 2x] = 3.                                  

Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ∗ ώςτε να ιςχύει                                                  

lim
x→−∞

 
2 f(x  +  λ  x −1

x f(x  − 2x2  + 1
   = 1   

7.63 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                               
f(x = ln[(α − 1 x2 + x + 2] − ln(x + 1                                          
με   α ≥ 1 και  x > −1 . Να βρεύτε την τιμό του α      
ώςτε να ιςχύει   lim

x→+∞
 f(x = 0 
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 The limit of   f                                                   
as x approaches  plus  infinity                 
το όριο τησ f                                   

όταν το x τεύνει ςτο +∞    

The limit of   f                                                    
as x approaches  minus  infinity                 
το όριο τησ f                                   

όταν το x τεύνει ςτο −∞                

         

             

7.64 Για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του α ∈ ℝ,                                                
να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                  
α  lim

x→+∞
[(α − 2 x3 + (1 − α x2 − 2x + 3]                                                       

β) lim
x→+∞

[(α − 1 x3 − 2αx2 + 3x − 1]           

7.65 Για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του  α ∈ ℝ                                                                  
να βρεύτε τα όρια :                                                                                           

α  lim
x→−∞

 
(α−2 x2+ 2x + 3

αx + 1
    β) lim

x→+∞
 
(α−1 x2− 2x + 1

2αx + 1
            

7.66 Για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του α ∈ ℝ                                                                 
να βρεύτε τα όρια :                                                                                                              

α  lim
x→−∞

 
(2α+3 x3− 3x + 1

(α−2 x2+ 2
    β) lim

x→+∞

(2−α x3+ x2+ 3

αx2− 3x + 5
            

7.67 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                  

f(x =  x2 + x + 1 − α ∙ x ,  x ∈ ℝ.                                                 
Να βρεύτε το όριο lim

x→+∞
 f(x)  για τισ                                      

διϊφορεσ τιμϋσ του α ∈ ℝ   

7.68 Για τισ διϊφορεσ τιμϋσ τησ παραμϋτρου  μ ∈ ℝ                                                                 
να βρεύτε τα όρια :                                                                                                              

α  lim
x→−∞

  x2 + 1 + μx                                                                                               

β) lim
x→+∞

(μ−1 x3+ 2x2+ 3

μx2− 5x + 6
     (χολικό         

7.69 Δύνεται η   f(x = 
αx  + 3− 3x  + 5

αx + 3x− 8
  , α > 0 .                                                               

Να βρεύτε τισ τιμϋσ   του α                                                                                                
αν ιςχύει   lim

x→+∞
 f(x = 64     

7.70 Να βρεύτε το όριο  lim
x→+∞

 α 
2x5+ 1

x3−2x+5  για τισ                           

διϊφορεσ τιμϋσ του α > 0 ,𝛼 ≠ 1 

7.71 Για τισ διϊφορεσ τιμϋσ τησ παραμϋτρου                                                    

α > 0,α ≠ 1, να βρεύτε το όριο : lim
x→+∞

 
αx  + 5x

2αx− 5x       

7.72  Για τισ διϊφορεσ τιμϋσ τησ παραμϋτρου                                                    

α > 0,𝛼 ≠ 1, να βρεύτε το όριο : lim
x→+∞

 
αx +2  + 4x

αx + 4x +1   
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Α. Απροςδιόριςτη  Μορφό  0/0 ,  ∞/∞ 

8.1 Να βρεθούν τα όρια:                                                                                                                                                                                                                                 

α) lim
x→0

  
ex− 1

x
                  β)  lim

x→1
 

lnx

x − 1
                                                       

γ  lim
x→0

 
3x +5 ημ x

2x − ημ x
           δ  lim

x→1
  

x −  ex−1

x – lnx  − 1
           

8.2  Να βρεθούν τα όρια:                                                                                                                                                                                                                                 

α) lim
x→1

  
ex− e

lnx
                   β)  lim

x→0
 
 x+1 − 1

x 
                                                                

γ  lim
x→0

 
ex− x − 1

x2              δ  lim
x→0

  
ημ x − x

x2      

8.3 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                   

α) lim
x→+∞

 
lnx

ex                     β)  lim
x→+∞

 
 x2  

ex                                                                   

γ  lim
x→0+

 
lnx

e 
 1 
x

                  δ  lim
x→+∞

  
4x2  +  lnx

x2  +  2lnx
          

8.4  Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                   

α) lim
x→+∞

 
x2+ x + 1

ex           β)  lim
x→+∞

 
 ln x2+ 1  

2x
                                                      

γ  lim
x→+∞

 
lnx

x2+ x + 1
         δ  lim

x→+∞
  

  ln(1+ex  

x
   

8.5 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                   

α) lim
x→0

 
ημ x

ln(x + 1)
          β)  lim

x→0
 
 1 − ςυν x2  

x4                                                       

γ  lim
x→0

 
x − ημ x

 1 − ςυν x
      (χολικό  

                                                                                                                                  

Β.  Απροςδιόριςτη  Μορφό    𝟎 ∙ (±∞) 

8.6 Να βρεθούν τα όρια  :                                                                                                                                                                                      

α  lim
x→−∞

 (x ex                  β  lim
x→0+

  x ∙ e 
 1 
x       

8.7 Να βρεθούν τα όρια  :                                                                                                                                                                                      

α  lim
x→0

 (x2 ∙ lnx              β  lim
x→0

   x ∙ lnx         

8.8 Να βρεθούν τα όρια  :                                                                                                                                                                                      

α  lim
x→+∞

 (x ∙ e −x          β  lim
x→1+

  (x − 1 ∙ ln
 1 

x − 1
  

 

 

 

 

 8.9 Να βρεθούν τα όρια  :                                                                                                                                                                                               

α  lim
x→+∞

  x ln  1 +
 1 
x

                                                                                                    

β   lim
x→+∞

  e1−2x(x2 − 5x + 2     

8.10 Να βρεθούν τα όρια  :                                                                                                                                                                                               
α  lim

x→−∞
[ex ∙ (2 − x2      β  lim

x→0+
(x ∙ lnx2  

8.11 Δύνεται η  f ∶ [0 ,π] →  ℝ  με  f(x = 2ημx − x                

α  Να δεύξετε ότι  lim
x→0

  
f(x)

x
 = 1                                                                                 

β  Να βρεύτε το όριο  lim
x→0

[(f(x − f(2x) ∙ lnx ]                                        

( ΘΕΜΑ 2018Ε   

 

Γ.  Απροςδιόριςτη  Μορφό  (∞ −∞) 

8.12 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                                      
α) lim

x→+∞
(x − lnx                      β  lim

x→+∞
(ex −  x                                 

8.13 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                                      
α) lim

x→+∞
(3x2 − 5lnx                      β  lim

x→+∞
(x2 − 2ex                                  

8.14 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                                      
α) lim

x→+∞
(ex − lnx             β  lim

x→+∞
 (x2 +  x − ex   

8.15 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                                      
α) lim

x→+∞
(ln(1 + x − x          β  lim

x→−∞
 ( x − e −x  

8.16 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                                      

α) lim
x→+∞

  x + 1 − ln(1 + x                                                       

β  lim
x→+∞

  e 2x  − e x+1  

8.17 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                                                                                           

α) lim
x→1+

  
 x 

x − 1
−

 1 

lnx
              β  lim

x→0+
   

 1 

x
−

 1 

ημx
      

8.18  Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                                                                                           

α) lim
x→0

  
 1 

x
−

 1 

ex − 1
         β  lim

x→0+
   

 1 

ln(x+1 
−

 1 

x
                             

 

 

              8.  Κανόνασ  του  De L’ Hospital  
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Guillaume Francois Antoine          
μαρκόςιοσ του de L’ Hospital 
(1661-1704)                                          
Γϊλλοσ Μαθηματικόσ    

 

Δ. Απροςδιόριςτη Μορφό  𝟎𝟎,  𝟏±∞ ,±∞𝟎 

8.19 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                                           

α) lim
x→1+

 (x − 1 lnx             β  lim
x→0+

 (ex − 1 x                                                  

γ) lim
x→1−

 x 
 1 

1−x           

8.20 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                                           

α) lim
x→0

 x2x                          β  lim
x→+∞

 (x2 + 1 
 1 
x        

8.21 Να βρεθούν τα όρια :                                                                                                                                                                                           

α) lim
x→+∞

 (x2 + 5 
 1 
x         β  lim

x→0
 (1 + 2x 

 1 
3x 
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Α. Εξϋταςη  υνϋχειασ  υνϊρτηςησ 

9.1 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη                                                                  

f(x =   
2x2− x − 1

x − 1
 ,     x ≠ 1

−3 ,                  x = 1

    εύναι ςυνεχόσ ςτο 1    

9.2 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη                                                                  

f(x =   
 x2 + 3 − 2

x − 1
 ,   x ≠ 1

3 ,                  x = 1

    εύναι ςυνεχόσ ςτο 1    

9.3 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη                                                                  

f(x =   
x2 − x

 x2 + 3 − 2
 ,   x ≠ 1

2 ,                  x = 1

    εύναι ςυνεχόσ ςτο 1 .   

9.4 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη                                                                     

f(x =   
x ημ

1
 x 

 ,   x ≠ 0

0   ,            x = 0

     εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 .        

9.5 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη                                                                             

f(x =   
x2 + x − 2

x − 1
  ,   x < 1

3x + lnx   ,     x ≥ 1  

    εύναι ςυνεχόσ .    

9.6 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη                                                          

f(x =   

x2 − 1

x − 1
  ,         x ≤ 0

 
ημ2x

x 
  ,           x > 0  

    εύναι ςυνεχόσ .    

9.7 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη                                                          

f(x =   
3ex2−4 + 5  ,        0 ≤ x ≤ 2  

 
x

ln(x − 2  
+ 4x  ,           x > 2  

 εύναι ςυνεχόσ                              

.    

9.8 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη                                                                  

f(x =  

 
 
 

 
 

 ημx 

2x
   ,                          x < 0

 
 1 

2
  ,                              x = 0

 x + 1 − 1

x 
  ,                   x > 0

                                                             

εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 

 

 

 

 

9.9 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη                                                                  

f(x =   

 
 
 

 
  3x2− 5x + 2 

x − 1
   ,                         x < 1

1   ,                                            x = 1

2 x2 + 3 − 4

x − 1
  ,                           x > 1

                                                             

εύναι ςυνεχόσ . 

9.10 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη                                                                  

f(x =   

 
 
 

 
 

 2x2− 3x + 1 

x − 1
   ,                         x > 1

1

 2 
   ,                                         x = 1

 x2 + 3 − 2

x − 1
  ,                           x < 1

                                                             

εύναι ςυνεχόσ . 

9.11 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη                                                                          

f(x =  
xlnx  , x > 0
0  ,        x = 0

     εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 .                                                                      

(ΘΕΜΑ  2008  

9.12 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη                                                                            

f(x =   
ex− 1

x
    ,          x ≠ 0 

  1  ,             x = 0      
                                                                               

εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 .   (ΘΕΜΑ  2014  

9.13 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη                                                             

f(x =   e
lnx
x

 

,     x > 0
0   ,        x = 0

   εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 .                                                    

(ΘΕΜΑ  2014 E) 

9.14 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη                                                 

f(x =    

 lnx 

x
+ 1   ,    0 < x < 1

1   ,                      x = 1
 lnx 

x−1
  ,                   x > 1

    εύναι                                        

ςυνεχόσ ςτο (0, +∞                (ΘΕΜΑ  2016 E)       

9.15 Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη                                                               

f(x =  
 x43

  ,                 x ∈ [−1 , 0)

ex ∙ ημx  ,        x ∈ [0 ,π]
                                                             

εύναι ςυνεχόσ ςτο [1 , π]            (ΘΕΜΑ  2017 )       

                     9.  υνϋχεια  υνϊρτηςησ  
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Β. Εύρεςη  Παραμϋτρων 

9.16 Να βρεθεύ το  α ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη  f                                                               

να εύναι ςυνεχόσ με  f(x =   
2 x2 – x − 1

x − 1
  , x ≠ 1

α  ,              x = 1    

  

9.17 Να βρεθεύ το  α ∈ ℝ  ώςτε η f  να εύναι                                                 

ςυνεχόσ με  f(x =   
 x2+1 − 1

x 
  ,     x ≠ 0

α2 − 1  ,              x = 0    

  

9.18 Να βρεθούν τα  α ,β ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη                                          

να εύναι ςυνεχόσ με  f(x =   
α x2+ β x − 1

x − 1
  ,   x ≠ 1

2  ,              x = 1    

                                             

9.19 Να βρεθούν τα  α ,β ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη                                       

να εύναι ςυνεχόσ με  f(x =  
α x + β

 x2+5 − 3
  , x ≠ 2

3  ,            x = 2    

  

9.20 Να βρεθούν τα  α ,β ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη                                                

να εύναι ςυνεχόσ με  f(x =   
α x2+2β x − 6

x − 2
  , x > 2

αx + 3β  ,       x ≤ 2    

  

9.21 Να βρεθεύ το  α ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη  f                                                                                       

να εύναι ςυνεχόσ με  f(x =  
α ∙ ημ(x−1 

x − 1
  ,   x < 1

α2 + x − 1  ,    x ≥ 1    

  

9.22 Να βρεθεύ το  α ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη  f                                                                                       

να εύναι ςυνεχόσ με  f(x =  

1 −   x − 1

x2 − 4
  , 1 ≤ x < 2

3α

x3  + 1  ,          x ≥ 2

  

9.23 Να βρεύτε τα α ,β ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη  f                                                                       
να εύναι ςυνεχόσ με                                                                                              

f(x =   

x2 − αx + 6  ,       x < 1 
αx + β  ,        1 ≤ x ≤ 3

x2 − 4x + 3

 x − 2 − 1
  ,           x > 3

     

9.24 Να βρεύτε τα α ,β ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη  f                                                                       
να εύναι ςυνεχόσ με                                                                                              

f(x =   
3αex + x  ,                           x ≤ −1 

2x2 − αx + 3β  ,      − 1 < 𝑥 < 0
βημx + αςυνx + 1  ,           x ≥ 0

  

 

 

9.25 Να βρεθεύ το  κ ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη  f                                                                           

να εύναι ςυνεχόσ με  f(x =  
(x − κ (x + κ  , x ≤ 2
κx + 5 ,                 x > 2

                      

(χολικό  

9.26 Αν f(x =  
α2x2 + βx − 12  , x < 1
5  ,                            x = 1
αx + β  ,                  x > 1

                                                      

να βρεύτε τα α , β ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη  f                                    
να εύναι ςυνεχόσ ςτο  1     (χολικό  

9.27 Να βρεύτε τα α ,β ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη  f                                                                       
να εύναι ςυνεχόσ με                                                                                               

f(x =

 
 
 

 
 x2+ αx + 3β

x − 1
  , x > 2

7  ,                    x = 2
x2+ βx − 3α

x − 3
  , x < 2

          

9.28 Να βρεθεύ το  κ ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη  f                                                                              

να εύναι ςυνεχόσ με  f(x =    
lnx

x2 −2lnx 
  ,   x > 0

 κ  ,               x = 0    
                                       

(ΘΕΜΑ  2008 E)             

 

9.29 Να βρεθεύ το  α ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη  f                                                                              

να εύναι ςυνεχόσ με  f(x =    
x + 1

x 
  ,   x > 1

x2 + α   , x ≤ 1   

                                       

(ΘΕΜΑ  2018 E)             

 

Γ. υνϋχεια − Βοηθητικό  υνϊρτηςη            

9.30 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 1 και                                      

ιςχύει  lim
x→1

  
 f(x  −  2

x − 1
 = 3 . Να βρεύτε το f(1) . 

9.31 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 2 και                                      

ιςχύει  lim
x→2

  
 f(x  + 3

x − 2
 = 1 . Να βρεύτε το f(2) . 

9.32 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0 και                                      

ιςχύει  lim
x→0

  
x f(x  −  ημ3x

x2  +  x
 = 2 . Να βρεύτε το f(0) . 

9.33 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο ℝ  και                             

ιςχύει  lim
x→0

  
f(x  − e2x  +  1

ημ2x
  = 5.  Να βρεύτε το f(0) . 
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9.34 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο  ℝ και                                      

ιςχύει  lim
x→9

  
 x2− 5f(x  − 16

 x − 3
 = 5 . Να βρεύτε το f(9) 

9.35 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα                                                                              

ιςχύει  lim
x→0

  
 ημ x − xf(x)

ημ x +  x
 = 2 . Αν η  Cf   διϋρχεται                                   

από  το ςημεύο Α(0 ,−3  , να αποδεύξετε ότι                                                              
η f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0 .  

9.36 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f   για την                                  

οπούα ιςχύει   lim
x→0

  
 f(x − ημ x − 2

x2  + x
 = 3                                                                        

α  Να δεύξετε ότι η  Cf   διϋρχεται από το Α(0 , 2)                                             

β  Να βρεύτε το όριο  lim
x→0

  
  f(x −1  − 1

x
  

9.37 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f  ςτο  3 για την                                  

οπούα ιςχύει   lim
x→3

  
 f(x  –  x + 6

x − 3
 = α  , α ∈ ℝ .                                                                      

α  Να δεύξετε ότι η  Cf   διϋρχεται από το Α(3 , 3                                              

β  Να βρεύτε το α , αν lim
x→3

  
  f(x −2  − 1

x − 3
 = 1   

9.38 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f  ςτο 0 για την                                 

οπούα ιςχύει   lim
x→0

  
 f(x  –  x + 9

ημ x
 = 

 17 

6
 . Να βρεύτε :                                                     

α  την τιμό  f(0)        β  το όριο  lim
x→0

  
 f(x  – f(0)

ημ3x
          

9.39 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f   για την  οπούα ιςχύει                                           

lim
x→4

  
 f(x −  x2+ 9

x − 4
 = 2014                                                                                                            

α  Αν η  Cf   διϋρχεται από το Α(4 , 5  να αποδεύξετε                                        
ότι η f εύναι ςυνεχόσ ςτο 4                                                                                         

β  Να βρεύτε το όριο  lim
x→4

  
f(x  − f(4)

x − 4
  

9.40 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f  ςτο 1  για την                                      

οπούα ιςχύει   lim
x→1

  
 f(x  –  x + 3

x − 1
 = 2                                                        

α  Να δεύξετε ότι  η  Cf   διϋρχεται  από το Α(1 ,2                      

β  Να βρεύτε το  lim
x→1

  
 f(x  −  f(x) + 2

f(x) − 2
               

 

Δ. Εύρεςη  Σιμόσ  υνϊρτηςησ 

9.41 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για                                          
την οπούα ιςχύει  x2  f(x =  ημx ∙ ημ3x , ∀x ∈ ℝ .                                       
Να βρεύτε το f(0) .     

 

9.42 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f  ςτο  0  για                                                          
την οπούα ιςχύει  x f(x =  ςυνx − 1 , ∀x ∈ ℝ∗ .                                       
Να βρεύτε το f(0) .    (χολικό  

9.43 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για                                

την οπούα ιςχύει  x f(x =   x2 +  5 +  2f(x − 3,                         
 ∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε το f(2) .   

9.44 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για                                                 
την οπούα ιςχύει   ςυνx − 1 ≤  x3 − xf(x), ∀x ∈ ℝ .                                
Να βρεύτε το f(0).            

9.45 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για                                                   
την οπούα ιςχύει   x f(x ≤  x2 + 4x + ημx , ∀x ∈ ℝ .                                
Να βρεύτε το f(0).            

9.46 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για                                                          
την οπούα ιςχύει   (x − 2  f(x ≤  x3 − 6x + 4 ,                                                
∀x ∈ ℝ .  Να βρεύτε το  f(2).    

9.47 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για                                                          
την οπούα ιςχύει   (x − 1  f(x ≥  x2 + x − 2 ,                                                
∀x ∈ ℝ .  Να βρεύτε το  f(0).    

9.48 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για                                                         
την οπούα ιςχύει    xg(x − ημx ≤  x2 , ∀x ∈ ℝ .                                
Να βρεύτε το g(0).         (χολικό  

9.49 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για                                        
την οπούα ιςχύει  (x − 2 f(x =  5x2 + 3x − 26,                                                        
  ∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε το f(2) .   

9.50 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f  για την οπούα                                                             

ιςχύει  lim
x→3

 
7f(x  − 5

2f(x  − 3
  = 4 . Να βρεύτε το f(3) .  

 

Ε. Εύρεςη  Σύπου  υνϊρτηςησ 

9.51 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για                                            

την οπούα ιςχύει   x f(x = ημ3x +  x2 + x + 1 − 1 ,                                         
∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε τον τύπο τησ  f . 

9.52 Να βρεύτε ςυνεχό ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  ςτο                                                                                                      
x0 = 1 , για την οπούα ιςχύει :                                                                 

 x f(x + 2 = f(x +   x2 + 3 , ∀x ∈ ℝ . 

9.53 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f: [−5, +∞) → ℝ                                                                                                         

για την οπούα ιςχύει   x f(x =  x + 5 − f(x) − 2 , 
∀x ∈ [−5, +∞) . Να βρεύτε τον τύπο τησ  f . 
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 Continuous  function                             
η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη                
ςτα  Αγγλικϊ 

 

9.54 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για                                            

την οπούα ιςχύει   x3  f(x = x ex 1 −  x + f(x)                                         

για κϊθε  x ≥ 0. Να βρεύτε τον τύπο τησ  f 

9.55 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  τησ                           
οπούασ  η γραφικό παρϊςταςη διϋρχεται από το                           
ςημεύο Α(1 , 5  και εύναι τϋτοια ώςτε :                                                  
(x − 1 f(x = κx2 + λx − 2  , ∀x ∈ ℝ                                                          
Να βρεύτε τα κ , λ ∈ ℝ καθώσ και τον τύπο τησ  f    

 

Ζ. υνϋχεια − Κριτόριο  Παρεμβολόσ 

9.56 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                                                                

ιςχύει    f(x − 2 ≤  ex − x − 1 .                                                    
Να αποδεύξετε ότι  η f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0 . 

9.57 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                    
ιςχύει    f(x − 3x + 2 ≤  x2  , ∀x ∈ ℝ .                                                                                                      
Να αποδεύξετε ότι η f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0 . 

9.58 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα                                 
ιςχύει    f 2(x + 2f(x + ςυν2x ≤ 0, ∀x ∈ ℝ.                                                      
Να αποδεύξετε ότι η f εύναι ςυνεχόσ ςτο 0 . 

9.59 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα                                 
ιςχύει    f 2(x + 6f(x + 9ςυν2x ≤ 0, ∀x ∈ ℝ.                                                      
Να αποδεύξετε ότι η f εύναι ςυνεχόσ ςτο 0 . 

9.60 Δύνεται  ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                       
ιςχύει f 2(x − 4xf(x ≤ −3x2 − 2x + 1 , ∀x ∈ ℝ.                                                         
α) Να αποδεύξετε ότι  f ςυνεχόσ ςτο 1 .                                                                                                                                                                       

β) Να βρεύτε το όριο   lim
x→+∞

  
f(x)

x2          

9.61 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                    
ιςχύει    f 5(x +  f(x =  x , ∀x ∈ ℝ .                                                                                
Να αποδεύξετε ότι  f ςυνεχόσ ςτο 0 . 

9.62 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                  
ιςχύει    f 3(x +  f(x =  x , ∀x ∈ ℝ .                                                                                
Να αποδεύξετε ότι  f ςυνεχόσ ςτο 0 . 

9.63 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                         
ιςχύει    f 5(x +  f(x + 1 =  ex , ∀x ∈ ℝ .                                                                                
Να αποδεύξετε ότι  f ςυνεχόσ ςτο 0 

 

 

 

 

9.64 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                    
ιςχύει    f 3(x +  f(x = x2 + ημx , ∀x ∈ ℝ .                                        
α  Να δεύξετε ότι   f(x) ≤ x2 +  x  , ∀x ∈ ℝ                                                     
β  Να αποδεύξετε ότι  f  ςυνεχόσ ςτο 0                                                                       

9.65 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                     
ιςχύει   f(x − f(y) ≤ α ∙  x − y  , α > 0 , ∀x , y ∈ ℝ                             
Να αποδεύξετε ότι η f εύναι ςυνεχόσ ςτο ℝ . 

9.66 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα                                     
ιςχύει  6x − x2 ≤ f(x ≤ x2 − 6x + 18 ,∀x ∈ ℝ                          
α  Να αποδεύξετε ότι  η f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 3                           

β  Θεωρούμε την  g(x =  
f(x  − 9

x − 3
  , x ≠ 3

α − 3  ,    x = 3

                                           

Να βρεύτε το α ∈ ℝ  αν η g  εύναι ςυνεχόσ ςτο 3 . 
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Α.  Κατακόρυφη  Αςύμπτωτη 

10.1 Να βρεύτε τισ κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ                                             
των ςυναρτόςεων :                                                                                                            

α) f(x = 
x − 5

 x − 2 
                  β) f(x =  

 lnx  

x
            

10.2 Να βρεύτε τισ κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ                                             
των ςυναρτόςεων :                                                                                                            

α) f(x = 
x + 3

x − 2
              β) f(x =  

x2− 4 

x2− 7x + 10
 

10.3 Να βρεύτε τισ κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ                                      
των ςυναρτόςεων :                                                                                                            

α) f(x = 
ex

1 − x
                   β) f(x =  

 lnx  

1 + lnx
                 

10.4 Να βρεύτε τισ κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ                                             
των ςυναρτόςεων :                                                                                                            

α) f(x = lnx     β) f(x = ln(x − 3    γ  f(x = e
 1 
x                                                                                            

10.5 Να βρεύτε τισ κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ                                      
των ςυναρτόςεων(αν υπϊρχουν  :                                                                                                            

α) f(x = 
1 − 2ln(x−1)

x − 1
         β) f(x = xημ 

2 

x
  

10.6 Να βρεύτε τισ κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ                                             
των ςυναρτόςεων(αν υπϊρχουν  :                                                                                                            

α) f(x = 
 1 

x − 2
              β) f(x = εφx , x ∈  −

π
2

 ,
π
2

                                                                      

γ  f(x =  
x2− 3x + 2 

x − 1
     δ  f(x =  

x  ,       x ≤ 0
 1 
x

   ,    x > 0
                                                  

(χολικό  

10.7 Να βρεύτε τισ κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ                                 

τησ ςυνϊρτηςησ  f(x =  
  x   ,       x ≤ 0

x +
 1 
x

   ,   x > 0
     

10.8 Να βρεύτε τισ κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ                                                       

τησ ςυνϊρτηςησ  f(x =  

 ημx 
x

  ,             x ≤ 0

 ex + 1 
x

   ,         x > 0

  

 

 

 

 

 

 

10.9 Να βρεύτε τισ κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ                                                       

τησ ςυνϊρτηςησ  f(x =  

x2   ,              x ≤ 0

 e
1
 x ∙ ημx 

x
   ,   x > 0

  

10.10 Να βρεύτε τισ κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ                                                              

τησ   f(x =   

 lnx 

x
+ 1    ,      0 < x < 1  

1   ,                        x = 1  
 lnx 

x−1
  ,                   x > 1

                                                         

(ΘΕΜΑ 2016 Ε ) 

10.11 Να βρεύτε την κατακόρυφη αςύμπτωτη                                 
τησ   f(x = −ln(x − 2        ( ΘΕΜΑ 2019   

 

Β. Οριζόντια  Αςύμπτωτη 

10.12 Να βρεύτε τισ οριζόντιεσ αςύμπτωτεσ                                                   
των ςυναρτόςεων :                                                                                      

α) f(x =  
5 x2 − 3x + 4

x2 + 3
        β)  f(x =  

 x2  − x  + 2

x − 3
                     

10.13 Να βρεύτε τισ οριζόντιεσ αςύμπτωτεσ                          
των ςυναρτόςεων :                                                                                      

α) f(x =  
3 x2 

x2 + 1
                     β)  f(x =  

2x

 x2+ 3
 

10.14 Να βρεύτε τισ οριζόντιεσ αςύμπτωτεσ                       
των ςυναρτόςεων :                                                                                      

α) f(x =  
5 x2 − 3x + 4

x2 + 3
         β)  f(x =  

 x2  − x  + 2

x − 3
 

10.15 Να βρεύτε τισ οριζόντιεσ αςύμπτωτεσ                                                   
των ςυναρτόςεων(αν υπϊρχουν  :                                                                                      

α) f(x =  
 x2 + 2018

x2 − 3x + 2
        β)  f(x =  

e2x

ex  + 7
 

10.16 Να βρεύτε τισ οριζόντιεσ αςύμπτωτεσ                       
των ςυναρτόςεων :                                                                                      

α) f(x =  
 x2 + x + 1

x2 + 1
         β)  f(x =  x2 + 1 − x  

(χολικό  

 

                 10. Αςύμπτωτεσ  υνϊρτηςησ  
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10.17 Να βρεύτε τισ οριζόντιεσ αςύμπτωτεσ                                             
των ςυναρτόςεων :                                                                                      

α) f(x =  
  x2+1 + 7

x − 1
         β)  f(x = xe−x 

10.18 Να βρεύτε τισ οριζόντιεσ αςύμπτωτεσ                           
των ςυναρτόςεων :                                                                                      

α) f(x =  
ex  − 1

ex  + 1
                     β)  f(x =  

ln x − 1

lnx  + 1
 

10.19 Να βρεύτε τισ οριζόντιεσ αςύμπτωτεσ                                              

τησ ςυνϊρτηςησ  f(x =  
5ex− 6

ex  + 3
  

10.20 Να βρεύτε τισ οριζόντιεσ αςύμπτωτεσ  των :                                                                                    
α) f(x = x ∙ ex              β)  f(x = (x2 − x ∙ ex 

10.21 Να βρεύτε τισ οριζόντιεσ αςύμπτωτεσ                                             
των ςυναρτόςεων :                                                                                      

α) f(x = ln 
x − 1

x − 2
             β)  f(x = 1 + 

ημ x 

x 
 

10.22 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = exημx + 2015                                                                                                                                               
Να βρεύτε την οριζόντια αςύμπτωτη                                                                  
τησ  Cf  ςτο −∞  και να δεύξετε ότι η  Cf  τϋμνει                                          
την παραπϊνω αςύμπτωτη ςε ϊπειρα ςημεύα. 

10.23 Να βρεύτε τισ οριζόντιεσ αςύμπτωτεσ τησ                                   

ςυνϊρτηςησ  f(x =  

 2x
x + 1

  ,      x < −1

 1 

x2+ 1
   ,   x ≥ −1

   

10.24 Να βρεύτε τισ οριζόντιεσ αςύμπτωτεσ                                             

τησ ςυνϊρτηςησ   φ(x =  
ex

ex  + 1
   ( ΘΕΜΑ  2017   

 

Γ. Πλϊγια  Αςύμπτωτη 

10.25 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
3 x2 − 7x + 2

x − 3
  .                                                                                                                      

Να αποδεύξετε ότι η ευθεύα  y = 3x + 2  εύναι                                           
πλϊγια αςύμπτωτη  τησ  Cf   ςτο  +∞ 

10.26 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςύμπτωτεσ                                                             
των ςυναρτόςεων :                                                                                                                 

α) f(x = 
2 x2 − 3x + 1

x + 1
       β)  f(x =  

2 x3  + 3x2  − 5

x2  – x + 1
                     

10.27 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςύμπτωτεσ                                                 

τησ ςυνϊρτηςησ   f(x =  9x2 + 8x + 5 

 

10.28 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςύμπτωτεσ                                                     
των ςυναρτόςεων :                                                                                                                 

α) f(x = 
 x2 − 6x + 3

x − 3
             β)  f(x =  

x2  − 4

 x 
                  

10.29 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςύμπτωτεσ                                                          
των ςυναρτόςεων :                                                                                                                 

α) f(x = x ∙ e 
 1 
x               β)  f(x = x ∙ ln  e +

 1 
x
    

10.30 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςύμπτωτεσ                                           
τησ ςυνϊρτηςησ   f(x = ln(ex + 1  

10.31 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςύμπτωτεσ                                           

τησ ςυνϊρτηςησ   f(x = x − 1 +  
2

x − 3
    

10.32 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςύμπτωτεσ                                       

τησ ςυνϊρτηςησ   f(x = 3x − 5 +  
7

ex   +  x2        

10.33 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςύμπτωτεσ                                  

τησ ςυνϊρτηςησ   f(x = 2x − 3 +  
lnx

x
 

10.34 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςύμπτωτεσ                                   

τησ ςυνϊρτηςησ   f(x = 3x +  
ημ x

x
 

10.35 Να εξετϊςετε αν ϋχει πλϊγια αςύμπτωτη                                                           
μια ςυνϊρτηςη  f  για την οπούα ιςχύει :                                      

2x + 3 ≤ f(x) ≤ 
2x3+ 3x2+ 1

x2          

10.36 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x2 + 2x + 2       
και οι ευθεύεσ  ε1: y = −x − 1 ,  ε2: y = x + 1                            
Να αποδεύξετε ότι :                                                                         
α  Η ε1 εύναι αςύμπτωτη τησ  Cf  ςτο −∞ ενώ                           
η  ε2  εύναι αςύμπτωτη τησ  Cf  ςτο + ∞                                                   
β  Για  x ∈ ℝ ιςχύει  x2 + 2x + 2 > (x + 1 2 ≥ 0  
και ςτη ςυνϋχεια να αποδεύξετε ότι η  Cf  βρύςκεται 
πϊνω από την ε1 κοντϊ ςτο  −∞  και πϊνω από          
την  ε2  κοντϊ ςτο  +∞         (χολικό  

 

Δ. Εύρεςη  Αςύμπτωτων 

10.37 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                                   

ςυνϊρτηςησ   f(x = 
x2  + 5x − 2

x − 1
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 Asymptote                            
η  αςύμπτωτη  ςτα 
Αγγλικϊ 

 

10.38 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                                   

ςυνϊρτηςησ   f(x = 
3x2  + 5x + 1

x + 1
 

10.39 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ  f(x = 
x2− 1

x 
                         

10.40 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ  f(x = 
x2− 1

x − 2 
 

10.41 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ                                                     

α   f(x =  x2 + 4x + 5       β   f(x = 
 x2+ 3x + 4

x − 2 
 

10.42 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                                                               

f(x = x −  x2 + 2x + 5 

10.43 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                             

ςυνϊρτηςησ   f(x = 
 x2+ 1

2x 
 

10.44 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ                                         

α  f(x = 
x2− x − 2

x − 1 
             β   f(x = 

x2− 3

x − 2 
                                                  

γ  f(x =  x2 + x               (χολικό  

10.45 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ                                         

α  f(x = 
x2

 2x                  β   f(x = 
lnx

x 
   (χολικό  

10.46 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                              
ςυνϊρτηςησ   f(x) =  x  lnx 

10.47 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                                                                                      
f(x = ln(ex − 1  

10.48 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                            

ςυνϊρτηςησ   f(x) = (x + 2 ∙ e 
 1 
x    

10.49 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                         

ςυνϊρτηςησ  f(x =  
3x2

ex    

10.50 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                                   

ςυνϊρτηςησ  f(x =  
ex  + 1

ex  − 1
 

10.51 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                                   

ςυνϊρτηςησ  f(x =  
 x3  − x 

x2  

 

 

10.52 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                                   

ςυνϊρτηςησ  f(x =  
2x

2
+ 1

x2+ 1
  ,           x ≤ 0

 x2 + x + 3  , x > 0

  

10.53 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                                   

ςυνϊρτηςησ  f(x =  

2x+1
ex   , x ≤ 0

x2−1
x

  , x > 0

    

10.54 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                                   

ςυνϊρτηςησ  f(x =

 
 

 
ημx

x2+ x
  , x > 0

1  ,          x = 0
x3+ 1

x2   , x < 0

  

10.55 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                                    
ςυνϊρτηςησ  f(x = x2 − 2 lnx    (ΘΕΜΑ 2008  

10.56 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                                               
f(x) = (x − 2)lnx + x − 3    (ΘΕΜΑ 2010  

10.57 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x − ln(ex +  1 .                                                
Να βρεύτε την οριζόντια αςύμπτωτη τησ  Cf                                   
ςτο +∞ και την πλϊγια αςύμπτωτη                                                                                                           
τησ  Cf   ςτο   −∞                                                                                                           
(ΘΕΜΑ 2014  

10.58 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                      

ςυνϊρτηςησ  f(x =  
x2

x2+ 1
            (ΘΕΜΑ 2016  

10.59 Να βρεθούν οι αςύμπτωτεσ τησ                      

ςυνϊρτηςησ   f(x = x − 
4

x2      (ΘΕΜΑ 2018) 
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Ε. Αςύμπτωτεσ  και                                                    
Βοηθητικό  υνϊρτηςη 

10.60 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ για την                                         
οπούα ιςχύει  lim

x→+∞
 [x f(x − x2 + 3x] = 4 .                                                          

Να βρεύτε την  πλϊγια αςύμπτωτη τησ  Cf  ςτο +∞ 

10.61 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την                                            

οπούα ιςχύει lim
x→+∞

 
x f(x  − 2x2

 4 x2 +  x + 1
  = −3.                                                                             

Να βρεύτε την πλϊγια αςύμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞ 

10.62 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την                                            

οπούα ιςχύει lim
x→−∞

 
x f(x  + 3x2

 x2 + 1
  = 2.                                                                             

Να βρεύτε την πλϊγια αςύμπτωτη τησ  Cf  ςτο −∞ 

 

Ζ. Αςύμπτωτεσ  και  Κριτόριο                                    
Παρεμβολόσ 

10.63 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : (0 , +∞ → ℝ                                        
για  την οπούα  ιςχύει                                                                                                                

3x +  
 ημ x 

x
  ≤ f(x ≤ 3x + 

1

 x 
 ,  για κϊθε  x > 0 .                                                                                                            

Να βρεύτε την πλϊγια αςύμπτωτη  τησ  Cf    

10.64 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : (0 , +∞ → ℝ                                                           
για  την οπούα ιςχύει                                                                                           
2x2 − 1 ≤ x f(x ≤ 2x2 −  ημx  ,   x > 0 .                                       
Να βρεύτε την πλϊγια αςύμπτωτη  τησ  Cf    

 

Ζ. Προςδιοριςμόσ  Παραμϋτρων 

10.65 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε                                           

η  ςυνϊρτηςη  f(x =  
 αx2  + βx + 1 

x − 2
    να ϋχει                                        

αςύμπτωτη ςτο  −∞  την  ευθεύα   y = 2x + 3 

10.66 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε                                                                    

η ςυνϊρτηςη  f(x =  
 αx2  + βx + 3 

2x + 1
     να ϋχει                                  

αςύμπτωτη ςτο  −∞  την  ευθεύα   y = 3x − 1  

10.67 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε                                                       

η ςυνϊρτηςη  f(x = 
 αx2  +  βx 

x − 2
    να ϋχει                                    

αςύμπτωτη ςτο +∞  την ευθεύα  y = 2x − 1 

 

10.68 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε η                               

ςυνϊρτηςη  f(x =  
 (α−1 x2  + (β−2 x − 2 

x + 1
   να ϋχει 

αςύμπτωτη ςτο  +∞  την  ευθεύα   y = 3x − 7 

10.69 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε η                                           

ςυνϊρτηςη  f(x =  
 (αx + β  ∙ ex  

 1 + ex      να ϋχει                                               

αςύμπτωτη  ςτο  −∞ την ευθεύα   y = 2x − 1 

10.70 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε η                                        

ςυνϊρτηςη  f(x = 
βx2  − 2x − 1

x − 3
    να ϋχει                                                 

αςύμπτωτη ςτο +∞ την ευθεύα  y = α x + 7  

10.71 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                             

f(x =  x2 + x + 1 − μx  ,  μ ∈ ℝ . Αν η γραφικό                                                      
παρϊςταςη τησ f  ϋχει αςύμπτωτη την ευθεύα                                                    

y = λ  ςτο +∞,τότε να δεύξετε ότι  μ = 1 , λ = 
 1 

 2
                            

10.72 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β , γ ∈ ℝ ώςτε η                                                                      

ςυνϊρτηςη  f(x =  
(α−1 x2 +  βx + 5

3x + γ
     να ϋχει                                              

αςύμπτωτεσ τισ ευθεύεσ  x = −2  και  y = 3   

10.73 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β , γ ∈ ℝ ώςτε η                                                                      

ςυνϊρτηςη  f(x =  
(α−1 x2 −  βx + 4

x − γ
     να ϋχει                                              

αςύμπτωτεσ τισ ευθεύεσ  x = 1  και  y = 2   

10.74 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε                                                                          

να ιςχύει   lim
x→+∞

  
2 x2 − 5x + 1

x − 1
− αx − β  = 0    

10.75 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε                                                    

να ιςχύει   lim
x→+∞

 αx − β −  x2 − x + 1 = 2       

10.76 Να βρεύτε την τιμό του   λ ∈ ℝ  ώςτε η 
ςυνϊρτηςη  f(x = e−x + λ  να ϋχει οριζόντια 
αςύμπτωτη ςτο +∞  την  y = 2  ( ΘΕΜΑ  2019   

 

Η. Αςύμπτωτεσ  και  Όρια 

10.77 Η ευθεύα  y = 4x + 2  εύναι πλϊγια                                 
αςύμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞. Να βρεύτε τα όρια :                                           

α) lim
x→+∞

  
x2f(x  − 4 x3

x f(x  − 2019
         β) lim

x→+∞
 
f(x  (x + 1  − 4x2

3x − 2019
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10.78 Η ευθεύα  y = 2x + 3  εύναι πλϊγια                                   
αςύμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞. Να βρεύτε τα όρια :                                           
α) lim

x→+∞
 (x3f(x − 2x4 + 4x3 + 5                                                                       

β) lim
x→+∞

 
x2f(x + 3x3+ 1

x3f(x − 2x4+ 4x3+ 5
         

10.79 Η ευθεύα  y = 2x + 1  εύναι πλϊγια                                                 
αςύμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞. Να βρεύτε τα όρια :                                           

α) lim
x→+∞

  
x∙f(x  + f2(x 

x2+ ημ 2x
                                                                                     

β) lim
x→+∞

    x2 + 1 − x ∙ f(x)                                                            

γ  lim
x→+∞

  f 2(x − 2xf(x) ∙ ημ
1
 x 
  

10.80 Η ευθεύα  y = 2x + 1 εύναι πλϊγια                                             
αςύμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞.                                                                                                

Να βρεύτε το όριο :  lim
x→+∞

  
 f(x  – x + 1

x f(x  − 2x2  

10.81 Η ευθεύα  y = 2x − 3 εύναι πλϊγια                                             
αςύμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞.                                                                                                

Να βρεύτε το όριο : lim
x→+∞

  
6 x f(x  +  x ημ x

x2  f(x  − 2x3 + 2015
              

10.82 Η ευθεύα  y = 4x + 3 εύναι πλϊγια                                        
αςύμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞.                                                                                                

Να βρεύτε το όριο :   lim
x→+∞

  
 f(x − 8x + ημ x

 f(x +xf(x − 4x2− 3x + 3
   

10.83 Η ευθεύα  y = 2018x + 1  εύναι πλϊγια                                
αςύμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞.                                                                                             

Να βρεύτε το όριο :   lim
x→+∞

  
x2  f(x  + x3+ 1

x3  f(x  − 2018x4 − 5
 

10.84 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x + 2 +  
x2

ex                                                                                                               

α  Να αποδεύξετε ότι η ευθεύα  y = x + 2  εύναι                                         
πλϊγια αςύμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞                                                                      
β  Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                                 

β1  lim
x→+∞

 
f(x)

x
                 β2  lim

x→+∞
(f(x − x                                                   

β3  lim
x→+∞

 f(x −  x2 + 1  

10.85 Η ευθεύα  y = 2x + 5  εύναι πλϊγια                                          
αςύμπτωτη τησ  Cf  ςτο +∞.                                                                                       
Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό μ αν ιςχύει                                         

lim
x→+∞

 
μ  f(x  + 4x

x f(x  − 2x2  + 3x
   = 1                         

 

 

10.86 Η ευθεύα  y = 3x − 5  εύναι πλϊγια                                       
αςύμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞ .                                                                                                           
Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό μ  αν ιςχύει                                              

lim
x→+∞

 
 μ2−1 f(x  −  5μx + 7

xf(x  − 3x2 + (μ+2 x  − 3
 = 1         

10.87 Η ευθεύα  y = 2x − 3  εύναι πλϊγια                                        
αςύμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞ .                                                                                                           
Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό λ  αν ιςχύει                                                                                               

lim
x→+∞

 
λf(x  + 201 7

xf(x  − 2x2 + 7x  
 = 1         

10.88 Η ευθεύα  y = 3x − 2  εύναι πλϊγια                                            
αςύμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞.                                                                                           
Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό μ  αν ιςχύει                                  

lim
x→+∞

 
(μ−3 f(x  +   9 x2 − 16x  + x

x f(x  − 3x2 + ημ4x
  = 2             

10.89 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  για                                          
τισ οπούεσ ιςχύει f(x − g(x = x − 4 ,   x ∈ ℝ .                                
Αν η ευθεύα  y = 3x − 7  εύναι πλϊγια αςύμπτωτη                                                                                                                  
τησ  Cf   ςτο +∞  τότε :                                                                                                                            

α  Να βρεύτε τα όρια  lim
x→+∞

  
g(x)

x
     και                                                     

lim
x→+∞

 
g(x  + 3x + ημ2x

x f(x  − 3x2  + 1
                                                                          

β  Να δεύξετε ότι η ευθεύα y = 2x − 3  εύναι                                     
πλϊγια αςύμπτωτη τησ  Cg   ςτο +∞  

10.90 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  για                                                             
τισ οπούεσ ιςχύει f(x − g(x = x − 2 ,   x ∈ ℝ .                                              
Αν η ευθεύα  y = 2x + 1  εύναι πλϊγια αςύμπτωτη                                                  
τησ  Cf   ςτο +∞  τότε :                                                                                                       
α  Να βρεύτε την πλϊγια αςύμπτωτη τησ  Cg                           

ςτο +∞                                                                                                        

β  Να βρεύτε τα όρια  lim
x→+∞

  
g(x)

x
     και                                         

lim
x→+∞

 
g(x  + 2x + lnx

x f(x  − 2x2  + ημ x 
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Ο Bernand Bolzano(1781-1848) 
όταν Βοημόσ μαθηματικόσ, 
φιλόςοφοσ και καθολικόσ ιερϋασ.    
Σο ομώνυμο θεώρημα το 
απϋδειξε το 1817 . 

 

               

      
 

 

 

 

 

 

 

 

Α. Σουλϊχιςτον  μια  Ρύζα  Εξύςωςησ 

11.1 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη   x5 − 3x = 2                                            
ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  (0 , 2  

11.2 Να δεύξετε ότι η εξύςωςη x3 + 5x2 + 3x = 2                                            
ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  (0 , 1) 

11.3 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη   5x5 = 2ex − 1                                 
ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  (0 , 1)  

11.4 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη   ex = xex + x                               
ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  (0 , 1) 

11.5 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                  
2x

x + 1
+ 

3x

x − 2
  = 2018  ϋχει τουλϊχιςτον                                                             

μια ρύζα ςτο (−1 , 2) 

11.6 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                
ex

x − 1
+ 

lnx

x − 2
  = 0  ϋχει τουλϊχιςτον                                                                             

μια ρύζα ςτο (1 , 2)  (χολικό  

11.7 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                

ex 2

x − 2
+ 

x2

x − 1
  = 0  ϋχει τουλϊχιςτον                                                                   

μια ρύζα ςτο (1 , 2) 

 

 

 

 

 

 

11.8 Έςτω  f , g  δύο ςυναρτόςεισ ςυνεχεύσ ςτο ℝ                                                                            
και τϋτοιεσ, ώςτε  f(1 ∙ g(2 > 0 .                                                             

Να δεύξετε ότι η εξύςωςη   
g(x)

x − 2
+ 

f(x)

x − 1
  = 0                                   

ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο (1 , 2) 

11.9 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ                                 
τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη διϋρχεται από                                
τα ςημεύα  Α(1 , 5  και Β(3 , 2).                                                                                                                                                                         
Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x) = 3x                                                   
ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο (1 , 3  . 

11.10 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  .                                           

Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x) =  
4 − 2x

x2− 2x + 3
                                                  

ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο (1 , 2) . 

11.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   

f(x) =  
x + 1  ,            x > 0

x2 + 3x + 1,   x ≤ 0
     .                                         

Να εξετϊςετε αν εφαρμόζεται για την f  το 
θεώρημα Bolzano ςτο διϊςτημα  [−1 , 1] 

11.12 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   

f(x) =  
x2 + x + 1  ,            − 1 ≤ x ≤ 0

x3 − 4x + 1  ,               0 < 𝑥 ≤ 1
     .                                         

Να εξετϊςετε αν εφαρμόζεται για την f  το 
θεώρημα Bolzano ςτο διϊςτημα  [−1 , 1] 

11.13 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   

f(x) =  
−x2 + 4x − 3  ,   x ≤ 2
2x − 3  ,                x > 2

     . Να εξετϊςετε αν 

εφαρμόζεται για την f  το θεώρημα Bolzano ςτο 
διϊςτημα [0 , 4] και να βρεύτε το                                                   
ξ ∈ (0 , 4 ∶  f(ξ = 0 

 

Β. Σουλϊχιςτον  Δύο  Ρύζεσ  Εξύςωςησ 

11.14 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                       
x4 − 20x3 = 25x2 + x − 1  ϋχει τουλϊχιςτον                                  
δύο ρύζεσ ςτο (−1 , 1) . 

11.15 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη   x3 = 6x2 − 1  
ϋχει τουλϊχιςτον δύο ρύζεσ ςτο (−1 , 1) . 

 

                 11.  Θεώρημα  BOLZANO  
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11.16 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                  

x ∙ ex2− 4 = 1 − x2  ϋχει τουλϊχιςτον                                                    
δύο ρύζεσ ςτο (−2 , 2) . 

11.17 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                
(x − 2 (x − 3 + 4(x − 1 (x − 3 + 7(x − 1 (x − 2                             
ϋχει ακριβώσ δύο ρύζεσ ςτο διϊςτημα (1, 3) 

11.18 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  3ημx = x − 1                                      
ϋχει τουλϊχιςτον δύο ρύζεσ ςτο (−π , 0) 

11.19 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  3ςυνx = x + 2                                   

ϋχει τουλϊχιςτον δύο ρύζεσ ςτο (−
π
 2 

 ,
π
 2 

) . 

11.20 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                
ex

x − 1
+

x2  + 1

x − 2
+
ημ x + 2

x − 3
 = 0  ϋχει δύο                            

τουλϊχιςτον πραγματικϋσ ρύζεσ  

11.21 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ [2 , 6] → ℝ .                                                                                                               
Να δεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                

f(x +  
1

x − 2
+

1

x − 4
+

1

x − 6
  = 0                                                        

ϋχει τουλϊχιςτον δύο ρύζεσ ςτο (2 , 6) . 

11.22 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                  
(4 − x lnx + 6x2 = 6x + x3  ϋχει τουλϊχιςτον δύο                                    
ρύζεσ ςτο (1 , 6) 

 

Γ. Μοναδικό  Ρύζα  Εξύςωςησ 

11.23 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                               
x3 + 3x + 1 = 0  ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο (−1 , 0) . 

11.24 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη   ex + 5x = 5                              
ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο (0 , 1) . 

11.25 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη   3x + 2x = −1                              
ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο (−1, 2) . 

11.26 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                           
2lnx − ee − x = 0  ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο (1 , e) . 

11.27 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                

2lnx + e ∙ x = 0  ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο (
1

 e 
 , 1) 

11.28 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη   εφx + 4x = 1                                    

ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο (0 ,
π
 4 

) 

 

 

11.29 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                  
−2lnx + 3ςυνx = 0  ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο (0 ,π) . 

11.30 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ →  ℝ  ,                                                
γνηςύωσ  μονότονη για την οπούα ιςχύει                                                                           
f 2(2 + f 2(3 − 2f(2 + 4f(3 + 5 = 0                                                                                                                                                                      
α  Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f(2) , f(3) .                                                                                                                                                                                   
β  Να βρεύτε το εύδοσ τησ μονοτονύασ τησ  f.                                                                                                                                                                              
γ  Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x) = 0                                                  
ϋχει  μοναδικό ρύζα ςτο ℝ . 

11.31 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ                                    
η οπούα εύναι γνηςύωσ φθύνουςα με  f(1 = e .                            
Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x = xex + 2 ϋχει 
ακριβώσ μια λύςη ςτο (0 , +∞   

11.32  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = e−x + 2                             
Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x − x = 0 ϋχει 
ακριβώσ μια λύςη ςτο (2 , 3    ( ΘΕΜΑ 2019   

 

Δ.  Η  𝐂𝐟  Σϋμνει  τον  Άξονα  x’x 

11.33 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex + x − 2 .                                               
Να αποδεύξετε ότι η Cf  τϋμνει τον  ϊξονα  x’ x ςε 
ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο με τετμημϋνη ςτο (0 , 1). 

11.34 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 3lnx + x − 2 .                                                                                                                                                   
α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ  f                                                                                                                                                                               
β  Να αποδεύξετε ότι η  Cf  τϋμνει τον ϊξονα  x’x                                            
ςε ϋνα μοναδικό ςημεύο με τετμημϋνη                                                       
ςτο διϊςτημα (1 , e). 

11.35 Έςτω ςυνϊρτηςη f  ςυνεχόσ ςτο [1 , 5]                    
ώςτε   f 2(α + f 2(β + 5 ≤ 2[f(α − 2f(β ] .                             
Να δεύξετε ότι η  Cf  τϋμνει τον ϊξονα  x’x  ςε ϋνα         
τουλϊχιςτον ςημεύο.                                        

 

Ε. Σουλϊχιςτον  ϋνα  κοινό  ςημεύο 
 𝐂𝐟 ,𝐂𝐠 

11.36 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x3 − 2x                             
και  g(x = 15 − 5x .                                                                     
Να αποδεύξετε ότι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ                                 
των  f , g τϋμνονται ςε ϋνα μοναδικό  ςημεύο του 
οπούου  η  τετμημϋνη  ανόκει ςτο (2 , 3 . 
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11.37 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x4 + 3x2 + 2                                                
και  g(x = −9x3 − 3x + 1 .                                                                     
Να αποδεύξετε ότι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ                                 
των  f , g τϋμνονται ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο                                    
του οπούου  η  τετμημϋνη  ανόκει ςτο (−1 , 1  

11.38 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = lnx                                      

και  g(x =  
1

 x 
 . Να αποδεύξετε ότι οι γραφικϋσ                    

παραςτϊςεισ  των  f , g τϋμνονται ςε ϋνα μοναδικό                          

ςημεύο του οπούου η  τετμημϋνη  ανόκει ςτο ( 
1
 e 

 , e). 

11.39 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                

f(x = e x−1 + x2 + 1 και  g(x = x2 + 2 − e x−1                                                                      
Να αποδεύξετε ότι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ                                                   
των  f , g τϋμνονται ςε ϋνα τουλϊχιςτον  ςημεύο                                                                                      
του οπούου  η  τετμημϋνη  ανόκει ςτο (0 , 1). 

11.40 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = 4x3 − 6x2                                                 
και  g(x = 2x2 − 3x . Να δεύξετε ότι οι γραφικϋσ 
παραςτϊςεισ  των  f , g τϋμνονται ςε δύο                                          
τουλϊχιςτον ςημεύο του οπούου  η  τετμημϋνη                                                       
ανόκει ςτο (0 , 2  

11.41 Έςτω ςυνϊρτηςη f  ςυνεχόσ ςτο [0 , 1]                                                                
ώςτε να ιςχύει  3x2 ≤ f(x + x ≤ 3x , ∀x ∈ [0 , 1] .                                     
Να αποδεύξετε ότι η  Cf   και η ευθεύα                                                     
ε ∶ 4x − y − 1 = 0  ϋχουν ϋνα τουλϊχιςτον                                      
ςημεύο τομόσ  ςτο (0 , 1  

11.42 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ τησ                                                    
οπούασ η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται από                                                    
τα  ςημεύα  Α(1 , 5   και  Β(4 , 2  .                                                            
Να αποδεύξετε  ότι η  Cf   και η ευθεύα  ε ∶ x − y = 0                                                                    
ϋχουν ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο τομόσ  

11.43 Δύνεται ςυνεχόσ  f ∶ [1 , 5] →  ℝ τησ οπούασ                                        
η Cf  διϋρχεται από τα  ςημεύα  Α(1 , 3   και  Β(5 , 2 .                                    
Να αποδεύξετε ότι η  Cf    και η ευθεύα  ε ∶ y = x                                                   
ϋχουν ϋνα τουλϊχιςτον  ςημεύο τομόσ 

11.44 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ                                                                                                   
η οπούα εύναι 1-1 και ιςχύει  f(0 ∙ f(2 < 2𝑓(0) .                       
Να αποδεύξετε ότι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ                                    
των  f ,  f−1 , ϋχουν ϋνα τουλϊχιςτον κοινό ςημεύο . 

 

 

 

 

 

11.45 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 2] →  ℝ                                                                                                          
τησ οπούασ η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                         
από  την αρχό των αξόνων και ιςχύει                                                                      

lim
x→2

 
 f(x − 1

ημ (x−2 
   = 16                                                                                                        

α  Να αποδεύξετε ότι η  Cf  και η γραφικό                                                        
παρϊςταςη τησ  g(x = x3 − x − 2  τϋμνονται                                                   
ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο                                                                                                                                                                         

β  Να βρεύτε το όριο  lim
x→2

 
 f(x − 1

x2− 5x + 6
 

 

Ζ. Bolzano Φωρύσ Διϊςτημα 

11.46 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  x(ex + 2 = 1                                   
ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα 

11.47 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                       
2 ln(x + 2 + ημ(πx = 1 ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα                                                                

11.48 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                     
2x3 + 3x − 1 = 0  ϋχει ακριβώσ μια θετικό ρύζα . 

11.49 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη   ex − 
 1

 x 
 = 0                                         

ϋχει ακριβώσ μια θετικό ρύζα . 

11.50 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                                  
x = 3 + ημx  ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα . 

11.51 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη   lnx + 2 = 
e

 x 
                                       

ϋχει μια τουλϊχιςτον θετικό ρύζα . 

11.52 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x4 + 3x2 − 2 .                                               
Να αποδεύξετε ότι η Cf  τϋμνει τον  ϊξονα  x’ x ςε 
ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο  

 

Η. Θεωρητικϋσ  Αςκόςεισ  ςτο  Bolzano 

11.53 Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει ϋνα τουλϊχιςτον    
x0 ∈ (1 , e ∶   x0 ∙ lnx0 + lnx0 = e  

11.54 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g ςυνεχεύσ                                             
ςτο  [0,1], για τισ οπούεσ ιςχύει  f(0 < 𝑔(0) ,                                     
f(1 > 𝑔(1) , να αποδεύξετε ότι  υπϊρχει ϋνα                              
τουλϊχιςτον  ξ ∈ (0 ,1)  τϋτοιο ώςτε  f(ξ = g(ξ                                                 
(χολικό             
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11.55 Έςτω  f ςυνεχόσ ςτο ℝ  με  f(α) ≠ f(β .                                              
Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει ϋνα τουλϊχιςτον                                                         

ξ ∈ (α ,β)  τϋτοιο ώςτε  f(ξ =  
 f(α  + 2f(β 

3
                

11.56 Έςτω  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ  με  f(α) ≠ f(β .                                                                                                                                                                 
Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει ϋνα τουλϊχιςτον                                                            

x0 ∈ (α ,β  ∶ 
f(α)

3
+  

f(β)

2
 =

5

 6 
  f(x0)   

11.57  Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ [α , β] → ℝ , ςυνεχόσ                                                                                                   
με  f(α = 2015β2 ,  f(β = 2015α2.                                                                                        
Να δεύξετε ότι  ∃ x0 ∈ (α ,β ∶  f(x0 = 2015 x0

2   . 

11.58 Έςτω ςυνϊρτηςη f  ςυνεχόσ ςτο [1 , 5] ώςτε                                                                                                     
f 2(1 + f 2(5 = 6f(1 − 2f(5 − 10 .                                                                 
Να δεύξετε ότι    ∃x0 ∈ (1 , 5 ∶  2f(x0 = x0    

11.59 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ [1,5] → (1,3                                                             

Να δεύξετε ότι    ∃x0 ∈ (1 , 3 ∶  f(x0 =  
3

x0
       

11.60 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο [0 , 1].                            
Αν η γραφικό παρϊςταςη τησ f διϋρχεται από τα                                  
ςημεύα   Α(0 , 3   και  Β(1 , 2  τότε να αποδεύξετε                                             

ότι υπϊρχει μοναδικό  x0 ∈ (0 , 1 ∶  
f(x0 

x0
  = 3 

11.61 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ                                    
για την οπούα  ιςχύει  0 < f(x) < 4 ,  ∀x ∈ ℝ .                                                                                     
Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f 2(x − 4f(x + 5x = 0                                              
ϋχει τουλϊχιςτον μια  ρύζα ςτο (0 , 1  . 

11.62 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ                                                      
για την οπούα  ιςχύει  0 < f(x) < 2 ,  ∀x ∈ ℝ .                                                                                     
Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f 2(x + 2x = 2f(x                                                  
ϋχει τουλϊχιςτον μια  ρύζα ςτο (0 , 2) . 

11.63 Δύνεται ςυνεχόσ  f ∶ [0 , 1] → (−1 , 0  .                                                                               
Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει ϋνασ τουλϊχιςτον                                              
ξ ∈ (0 , 1  : f 2(ξ + f(ξ + ξ = 0 

11.64 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ [α ,β] → ℝ                                                                                                               
ώςτε να  ιςχύει f 2(α + (f(β − 1 ∙ f(α + 1 = 0.                                                                                                                     
Να αποδεύξετε ότι  η γραφικό παρϊςταςη τησ  f                                                             
τϋμνει τον ϊξονα  x’x  ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο. 

11.65 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g ∶ ℝ → ℝ                                             

ςυνεχεύσ, με  f(x − g(x =  
2

 x 
 −2x ,  ∀ x > 0 .                               

Αν ρ1 , ρ2  ρύζεσ τησ g  με 0 < 𝜌1 < 1 < ρ2  τότε                                                   
να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει μια                                
τουλϊχιςτον ρύζα ςτο  (ρ1 , ρ2  

 

11.66 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g ∶ ℝ → ℝ                                                                                    
ςυνεχεύσ, για τισ οπούεσ ιςχύει                                                         
αf(x + βg(x + γx = 0 , ∀x ∈ ℝ ,α ,β , γ ∈ ℝ∗.                                          
Η γραφικό παρϊςταςη τησ  f  τϋμνει τον ϊξονα  x’x                                                            
ςτα ςημεύα με τετμημϋνεσ  ρ1 < 0 < ρ2 .                                                          
Να αποδεύξετε ότι  και  η Cg  τϋμνει τον ϊξονα  x’x                                             

ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο. 

11.67 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 4] → ℝ                                        
τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη τϋμνει τον                                                           
ϊξονα  y’y   ςτο ςημεύο με τεταγμϋνη  −2.                                            

Ιςχύει:  4 x − 8 ≤ (x − 4 f(x ≤ x − 4 ,∀x ∈ [0 , 4]                                                                                                               
Να αποδεύξετε ότι και η γραφικό παρϊςταςη τησ f            
τϋμνει τον ϊξονα  x’x  ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο. 

11.68 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ για την                                    
οπούα ιςχύει  f 3(x + f(x = 4x − 1 , ∀x ∈ ℝ                                               
Να δεύξετε ότι η εξύςωςη f(x =0 ϋχει μια                                                    
τουλϊχιςτον ρύζα ςτο (0 , 1).    

11.69 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ για την                                                       
οπούα ιςχύει  f 3(x − 2f 2(x + 3f(x = 2 − x3                                   
για κϊθε  x ∈ ℝ . Να αποδεύξετε ότι η  Cf   τϋμνει                                
τον ϊξονα  x’x  ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο                                                           
με τετμημϋνη ςτο διϊςτημα  (−1 , 2  

11.70 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 1] → ℝ                                                 
για την οπούα ιςχύει :                                                                                                
x2 + x − 2 + ημ(1 − x ≤ (x − 1 f(x ≤ x2 − 1                                                                                                                                                     
α) Να βρεύτε την τιμό  f(1)                                                                                                                                                                                            
β) Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  (x + 2 f(x = 7x + 1                                              
ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο (0 , 1  

11.71 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                                 
για την οπούα ιςχύει  ∀x ≥ −1 :                                                                                                

 8x + 8 − 4 ≤ (x − 1 f(x ≤  2x2 + 2 − 2                                                                                                                                                     
α) Να βρεύτε την τιμό  f(1)                                                                                                                                                                                            
β) Να δεύξετε ότι ∃ x0 ∈ (−1 , 1 ∶ f(x0 = 2x0 

11.72 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ για την                                  

οπούα ιςχύει  xf(x + 2 = f(x +  3x2 + 1  , ∀x ∈ ℝ                                                                 
Να δεύξετε ότι  ∃ x0 ∈ (0 , 1 ∶  4f(x0 = 7x0 . 

11.73 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ για την                                      
οπούα ιςχύει  x + 1 ≤ f(x) ≤ ex ,  ∀x ∈ ℝ.                                                                       
Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x) = e2x  ϋχει                                           
τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο (0 , 1) 
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11.74 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  οριςμϋνη ςτο ℝ για την                                      
οπούα ιςχύει  x + 1 ≤ f(x) ≤ ex ,  ∀x ∈ ℝ .                                                    
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                     
α  η f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0                                                                                       

β  ∃x0 ∈ (−1 , 1 ∶  
f(x0)

2018
 = x0   

11.75 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ για την                                      

οπούα ιςχύει  x + 2 ≤ f(x < ex+2 ,  ∀x ∈ ℝ.                                                                       
Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x) = e3x  ϋχει                                            
τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο (0 , 1) 

11.76 Δύνεται η ςυνεχόσ  f ∶ (0 , +∞ → ℝ  ώςτε                                                                                     
2lnx − x < f(x < ln2x + x ,  ∀x > 0. Να δεύξετε ότι                          
η εξύςωςη  f(x = (e2 + 1)lnx − x  ϋχει                                                
τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο (1 , e) 

11.77 Έςτω  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ , γνηςύωσ μονότονη                                                                               
και τϋτοια, ώςτε η γραφικό τησ παρϊςταςη να                                    
διϋρχεται από τα ςημεύα   Α(2 , 3  και  Β(3 , 2  .                                                                                   
Θεωρούμε επύςησ ςυνϊρτηςη  g ∶ ℝ → ℝ  ώςτε                                                                               
g(x = f(2x − f(x) − x  ,  ∀x ∈ ℝ . Να δεύξετε ότι :                                                    
α  οι ςυναρτόςεισ  f , g  εύναι γνηςύωσ φθύνουςεσ                                                                                                              
β  η εξύςωςη  f(x + f−1(x = 2x  ϋχει                                                                  
μοναδικό ρύζα ςτο (2 , 3) 

11.78 Δύνεται ςυνεχόσ   f  ςτο [1 , 4]  με                                                                                       
f(1 + f(2 = f(3 + f(4 , f(1 ≠ f(2  , f(3) ≠ f(4)                                                        
Να δεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                                                                                       

α  υπϊρχει  ξ∈ (1 , 2 ∶ f(ξ =  
 f(1  +  f(2  

2
                                                                                                                                 

β  η ςυνϊρτηςη  f  δεν αντιςτρϋφεται   

11.79 Δύνονται οι ςυνεχεύσ  f , g ∶ ℝ → ℝ ,                                                  
η ςύνθεςη   τησ  g  με την  f  εύναι 1-1 και ιςχύει                                         

η ςχϋςη   f 2(0 + f 2(1 + 4 = 4f(0  .                                                            
Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                            
g(f(x − x = g(1 − x2)   ϋχει μια τουλϊχιςτον                                          
ρύζα ςτο (0 , 1).     

11.80 Έςτω ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο ℝ  τησ                                   
οπούασ η Cf  διϋρχεται από το ςημεύο Α(−1 , 2  και                          

ιςχύει  lim
x→1

  
 f(x  + 3

x − 1
 = 5 . Να δεύξετε ότι η εξύςωςη                                                            

f(x) = 0 ϋχει μια τουλϊχιςτον  ρύζα ςτο (0 , 1).     

11.81 Έςτω  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ για την οπούα ιςχύει                                                                                                                                                                                
f 3(x + βf 2(x + γf(x = x3 − 2x2 + 6x − 1                                                                 
για κϊθε  x ∈ ℝ , με  β , γ ∈ ℝ  με β2 < 3γ.                                                                     
Να δεύξετε ότι η εξύςωςη f(x) = 0 ϋχει μια                                                   
τουλϊχιςτον ρύζα ςτο (0 , 1).   ( ΘΕΜΑ  2001   

        

                                                                            

Θ. Θεώρημα  Bolzano  ςε  Κλειςτό                               
Διϊςτημα 

11.82 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο [0 , 1].                              
Αν ιςχύει  f(0) + f(1) = 0  να αποδεύξετε ότι                                                                                                        
η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα                         
ςτο  [0 , 1]. 

11.83  Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο [α , β].                                       
Αν ιςχύει  f(α) + f(β) = 0  να αποδεύξετε ότι                                                                                                     
η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα                             
ςτο  [α , β]. 

11.84 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο [0 , 1].                                          
Αν ιςχύει  3f(0) + 5f(1) = 0 να αποδεύξετε ότι                                                                           
η εξύςωςη f(x) = 0 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα                                                
ςτο  [0 , 1]. 

11.85 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο [0 , 1].                                         
Αν ιςχύει  3f(0) + f(1) = 0 να αποδεύξετε ότι                                                                           
η εξύςωςη f(x) = 0 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα                                           
ςτο  [0 , 1]. 

11.86 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο [α , β].                                         
Αν ιςχύει  7f(α) + 9f(β) = 0  να αποδεύξετε ότι                                                                           
η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα                                        
ςτο  [α , β]. 

11.87 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο [α , β]                                             

με α ,β ≠ 0 . Αν ιςχύει  e−α ∙ f(α + e−β ∙ f(β = 0 ,                                                                      
να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει                                                  
τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  [α , β]. 

11.88 Έςτω ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο ℝ .                                               

Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  2f(x =  f(0 + f(2  ∙ x                                                                 

ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  [0 , 2]. 

11.89 Θεωρούμε δύο ςυναρτόςεισ  f , g οριςμϋνεσ                                         
και ςυνεχεύσ ςτο ℝ .  Αν ιςχύει                                                          
f(α + f(β = g(α + g(β  με  α < β , να αποδεύξετε                                                                     
ότι  οι γραφικϋσ τουσ παραςτϊςεισ ϋχουν ϋνα                                
τουλϊχιςτον  ςημεύο τομόσ ,  ςτο [α , β] .                                                  

11.90 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο [α , β].                                         
Αν ιςχύει  f 2(α + 2f(α)f(β) = 0  να αποδεύξετε ότι                                                                           
η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα                                        
ςτο  [α , β]. 

11.91 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ                                                  
για την οπούα ιςχύει  f(1) + f(2) = 7.                                                                                                    
Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x + x2 = 4x  , ϋχει                                                                        
τουλϊχιςτον μια λύςη ςτο [1 , 2] 
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11.92 Δύνεται ςυνεχόσ  f :[2 , 3] →[2 , 3] .                                                               

Να δεύξετε ότι  ∃ ξ ϵ [2 , 3] ∶  f(ξ =  
6

 ξ 
  

11.93 Δύνεται ςυνεχόσ  f :[0 , 1] →[0 , 3] .                                            
Να δεύξετε ότι  ∃ ξ ϵ [0 , 1] ∶  f(ξ = ξ2 + 1   

11.94 Δύνεται ςυνεχόσ  f :[0 , 2] →[0 , 1] .                                                               
Να δεύξετε ότι ∃ ξ ϵ [0 , 2] ∶  f 2(ξ + ξ2 = 2f(ξ + 3   

11.95 Δύνεται ςυνεχόσ  f :[0 , 1] →[0 , 1] .                                                               
Να δεύξετε ότι ∃ ξ ϵ [0 , 1] ∶  f 2(ξ + f(ξ = ξ2 + ξ                          

11.96 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f :[0 , 4] → ℝ                                                                      
ώςτε  f(0 = f(4) .                                                                                           
Να δεύξετε ότι  ∃ ξ ϵ [0 , 2] ∶  f(ξ = f(ξ + 2    

11.97 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ                                                    
ώςτε  f(1 = f(5) .                                                                                           
Να δεύξετε ότι  ∃ ξ ϵ [1 , 3] ∶  f(ξ = f(ξ + 2    

11.98 Έςτω ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο ℝ για την                                                  
οπούα ιςχύει  (x2 − 4x + 2 f(x ≤ f(0 + f(4) .                                                                            
Να αποδεύξετε ότι                                                                                                                                                                                         
α)  f(0) = f(4)                                                                                                                                                                                                                                             
β) ∃ ξ ∈ [0 , 2] ∶  f(ξ2 = ξ ∙ f(2ξ) 

 

Ι. ταθερό  Πρόςημο  υνϊρτηςησ 

11.99 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ                                           
ωσ προσ το πρόςημο :                                                                                                                                 
α  f(x = (x − 2 (x − 4 (ex − 1                                                             
β  f(x = x3 − 6x2 + 11x − 6                                                                               
γ  f(x = ex − 1 + ln(x + 1  

11.100 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη f  ςτο [0 , 2019]                         
για την οπούα ιςχύει  f(2019 < 𝑓(0) < 0  και ότι                                                
η f εύναι 1-1. Να βρεύτε το πρόςημο τησ f . 

11.101 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  ℝ                                   
για την οπούα  ιςχύει                                                                                                                            
 f(x (x3 − ημx + ex ≥ ex − ςυνx + 1 , ∀x ∈ ℝ .                                                 
Να βρεύτε το πρόςημο τησ  f 

11.102 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ∶ [−1 , 1] → ℝ                                                                                                                 
ςυνεχόσ  ςυνϊρτηςη ώςτε                                                                                             
x2 + 7f 2(x = 1 , xϵ[−1 , 1] .                                                               
Να δεύξετε ότι η  f  διατηρεύ ςταθερό πρόςημο                                                                           
ςτο (−1 , 1) 

 

 

11.103 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ∶ [−2 , 2] → ℝ                                                                                                                 
ςυνεχόσ  ςυνϊρτηςη ώςτε                                                                                             
3(x2 − 1 + 2f 2(x = 9 , xϵ[−2 , 2] .                                                               
Να δεύξετε ότι η  f  διατηρεύ ςταθερό πρόςημο                                                                           
ςτο (−2 , 2) 

11.104 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ 
ώςτε  f 2(x + 7f(x + 1 ≥ x2 + ex + 5, ∀x ∈ ℝ. Να 
δεύξετε ότι η  f  διατηρεύ ςταθερό πρόςημο  ςτο ℝ                                                     

11.105 Δύνονται οι ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ  f , g                                                   
ςτο ℝ  ώςτε   g2(x + f(x g(x ≤ −2019.  Να 
δεύξετε ότι η  f  διατηρεύ ςταθερό πρόςημο ςτο ℝ                                                     

11.106 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ 
ώςτε   f 3(x + 2xf(x = x4 + x2 + 1 , ∀x ∈ ℝ                                                 
Να δεύξετε ότι  f(x > 0,∀𝑥 ∈ ℝ 

11.107 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ ώςτε να                                                 
ιςχύουν  f(2019 + f(2018 = 0 , f(x) ≠ 0,∀x ∈ ℝ                                                          
Να δεύξετε ότι η f  δεν εύναι ςυνεχόσ ςτο ℝ 

11.108 Έςτω ςυνϊρτηςη f  ςυνεχόσ ςτο ℝ                                      
για την οπούα ιςχύει  f(x ≠ 0,∀x ∈ ℝ .                                                                                        

Να βρεύτε το όριο  lim
x→−∞

 
f(1  x5  − 4x3  + 2x − 1

f(3 x2 − 5x + 3
             

11.109 Έςτω ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο ℝ                                                                 
για την οπούα ιςχύει  f(x ≠ 0 ,∀x ∈ ℝ .                                                                                          
Να δεύξετε ότι η εξύςωςη   x f(x = (x2 − 4 ex                                                   
ϋχει τουλϊχιςτον  μια λύςη ςτο (−2 , 2). 

11.110 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη                                                                                     
f ∶ [1 , 5] → ℝ, f(x) ≠ 0  με  x ∈ [1 , 5] τησ οπούασ                     
η  Cf  διϋρχεται από το ςημεύο Α(2 , 4                                                                                                                    
α Να δεύξετε ότι η εξύςωςη xf(x − 25 = f(x − x2                                                                                                   
ϋχει τουλϊχιςτον μια λύςη ςτο (1 , 2                                                                                                      
β  Να βρεύτε το  lim

x→−∞
(f(4 x5 − ex − 1  

11.111 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη                                                                                     
f ∶ [−1 , 2] → ℝ, f(x) ≠ 0  με  x ∈ [−1 , 2] .                                                                                                                     
α)Να δεύξετε ότι η εξύςωςη x3(1 − f(x) = x2 + 2x                                                                                                      
ϋχει τουλϊχιςτον μια λύςη ςτο (−1 , 2)                                                                                                     

β  Να βρεύτε το  lim
x→−∞

 
f(0 x5  − 3x2 + 1

f(1 x2 − 2x  +  5
                  

11.112 Θεωρούμε δύο ςυναρτόςεισ  f , g οριςμϋνεσ                                                           
και ςυνεχεύσ ςτο ℝ  με  f(x = (x2 − 5x + 6 ∙ g(x)                  
για κϊθε  x ∈ [2 , 3] . Αν οι αριθμού 2 , 3 εύναι                                                       
διαδοχικϋσ ρύζεσ τησ εξύςωςησ  f(x = 0 ,                                                         
να δεύξετε ότι  g(2) ∙ g(3 ≥ 0  
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11.113 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  ℝ  για                                        
την οπούα ιςχύει f(x) ≠ 0,∀x ∈ ℝ και επύςησ                                                         

lim
x→0

 
2x2f(x)+ ημ 2x

 x2+9 − 3
   = 4                                                                             

α  Να βρεύτε το  f(0)                                                                                                     
β  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                                         
x3(1 + f(x) = x2 + 3x − 1  ϋχει τουλϊχιςτον                                                                                                    
μια λύςη ςτο (0 , 2)                                                                                                     

β  Να βρεύτε το lim
x→−∞

 
f(3 x5  − x3 − 3x + e

(6f(0 +1 x5 − f(1 x + 2x −7
                                  

11.114  Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ∗                                                   

ώςτε να ιςχύει  lim
x→0

 
xf(x  +ημ x

 x+1 − 1
  = 4                                               

Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x = 2 − x  ϋχει μια                              
τουλϊχιςτον ρύζα ςτο  (0 , 2  

11.115 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  ℝ                                   
για την οπούα  ιςχύει                                                                                                                            

 f 2(x + (x + 1 f(x + e2x = 3ex ∙ f(x) , ∀x ∈ ℝ .                                                            
α  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  ln(x + 1 = f(0 − x2                                                                     
ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο  (0 , 1                                                  
β  Να αποδεύξετε ότι  f(x > 0 , ∀x ∈ ℝ 

11.116 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  ℝ                                    
τησ οπούασ η γραφικό τησ παρϊςταςη τϋμνει                                                           
τουσ ϊξονεσ μόνο ςτα ςημεύα  Α(0 , 3 , Β(2 , 0  ,                                                                                                                    
Γ(5 , 0 .   Να αποδεύξετε ότι :                                                               
α  f(1 > 0                                                                                                        
β  f(3 ∙ f(4) > 0                                                                                                                  
γ  ∃ x0 ∈ (1 , 2 ∶ f(x0 = f(x0 + 1) ∙ f(x0 + 2)   

11.117  Έςτω οι ςυνεχεύσ  f ∶ ℝ → (0 , +∞                                                                      
και  g ∶ ℝ → ℝ  με την  g  περιττό.                                                                         
Αν  f(x ≠ g(x),∀x ∈ ℝ , να δεύξετε ότι  f(x > 𝑔(𝑥)   

11.118  Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                             
ώςτε να ιςχύει  f(x ≠ x ,∀x ∈ ℝ  και η  Cf                                                                 
διϋρχεται από το ςημεύο  Α(3 , 2 . Να δεύξετε ότι :                                           
α  f(x < 𝑥 ,∀𝑥 ∈ ℝ                                                                                             
β  ∃ x0 ∈ (−1 , 1 ∶ x0f(x0 = 1 

11.119 Έςτω οι ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ  f, g ∶ ℝ → ℝ                                    
των οπούων οι γραφικϋσ τουσ παραςτϊςεισ ϋχουν                                      
κοινό ςημεύο το Μ(1 , 2 . Αν η  f  δεν ϋχει ρύζεσ και                                                               
η  g  ϋχει διαδοχικϋσ ρύζεσ τουσ αριθμούσ  0 και 3 ,                                                

να βρεύτε το όριο  lim
x→−∞

 
f(7  x4+ x + ημ x

g(2 x2 + x + 1
 

 

 

 

11.120 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη                                                                                     
f ∶ [0 , 5] → ℝ, f(x) ≠ 0  με  x ∈ [0 , 5] τησ οπούασ                     

η  Cf  διϋρχεται από το ςημεύο A  
1
2

 , 1   και ιςχύει 

ότι  f(2 f(3 = f(4 f(5) , να δεύξετε ότι :                                           
α  f(x > 0    ∀x ∈ [0 , 5]                                                                 
β  ∃x1 ∈ [2 , 3] και  x2 ∈ [4 , 5] ώςτε να ιςχύουν                    
f 2(x1 = f(2 f(3) και   f 2(x1 = f(4 f(5)                                     
γ  η f  δεν αντιςτρϋφεται                                                                                        

δ  lim
x→−∞

 
 f(0 +f(1  x2− 2

ex  + 1
  = +∞                                                                                        

11.121 Δύνεται η h(x = x3 + ex και οι ςυναρτόςεισ 
  f ∶ ℝ → ℝ∗, g : ℝ → ℝ για τισ οπούεσ ιςχύουν :                 
f γνηςύωσ μονότονη                                                                              
(gog (x = f(0 g3(x + f(1) ∙ f(x3 + ex + 2019        

lim
x→−∞

 
 f(0 −f(1  x5+ x3+ 1

f2(1 x2+ x + 1
  = −∞                                        

α  Να δεύξετε ότι :                                                                        
α1  η f εύναι γνηςύωσ φθύνουςα και η h γνηςύωσ 
αύξουςα                                                                                     
α2  η ςυνϊρτηςη g εύναι 1-1                                                          
β  Αν η f ςυνεχόσ ςτο  ℝ να δεύξετε ότι                         

lim
x→−∞

 
f(0)x

4
+ x2

f(1)x2+ x + 1
+ ημx    = +∞                                                                                                                                                              

11.122 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ∶ [−3 , 3] → ℝ                                                                                                                 
ςυνεχόσ  ώςτε  x2 + f 2(x = 9                                                                     
α  Να βρεύτε τισ ρύζεσ τισ εξύςωςησ  f(x = 0                                              
β  Να δεύξετε ότι η f  διατηρεύ ςταθερό πρόςημο                         
ςτο διϊςτημα  (−3 , 3                                                                                    
γ  Να βρεύτε τον τύπο τησ f                                                                                 

11.123 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την                                       

οπούα ιςχύουν :   f 2(x = ex + 1 , f(0 =  2 . 

11.124 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την                          
οπούα ιςχύουν :   f 2(x = x2 + 1 , f(0 = 1 . 

11.125 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την                                                                     
οπούα ιςχύουν  [f(x + 2][f(x − 2] = x2 , f(0 = 2 

11.126 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  ώςτε                                                                 
 [f(x + x][f(x − x] = x2 + 1 , f(0 = 4 

11.127 Δύνεται ςυνεχόσ  f ∶ [−3 , 3] → ℝ                                                             
για την οπούα ιςχύει   x2 + f 2(x = 9 ,∀x ∈ [−3 , 3]                                                       
α  Να λύςετε την εξύςωςη  f(x)=0                                                                                                                                                                          
β  Αν η Cf   τϋμνει τον ϊξονα  y’y  ςτο  Μ(0 , 3                                                             
να βρεύτε τον τύπο τησ  f 
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11.128 Έςτω ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο ℝ για την                                    

οπούα ιςχύει  
f2(x  − 4

ex  + 4
 = ex  με  f(0 = −3 .                                                          

Να βρεύτε :                                                                                                                         
α  τον τύπο τησ  f                                                                                                                                                                        

β  το όριο   lim
x→+∞

 
 f(x  + 4 x  + 2

3x  + 4x       

11.129 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο  ℝ για την                                                                                            
οπούα  ιςχύει  f 2(x − 2 x f(x = 5  , ∀x ∈ ℝ .                                                                                      
Αν η  Cf  διϋρχεται από το  Μ(2 , −1)                                                                  
να βρεύτε τον τύπο τησ  f . 

11.130 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  ℝ                                                                   
για την οπούα  ιςχύει                                                                                                                            
 f 2(x − 4f(x ∙ ημx = x2 + 4ςυν2x , ∀x ∈ ℝ .                               
Αν η  Cf   τϋμνει τον ϊξονα  y’y ςτο  Μ(0 , 2                                                   
να  βρεύτε   τον τύπο τησ f  . 

11.131 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την                                                                                   

οπούα   f(x [f(x − 2x] = e2x − x2 , f(0 = −1 .  

11.132 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την                                                     
οπούα ιςχύουν :   f 2(x + 2xf(x = ex , f(0 > 0 . 

11.133 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την                                                     
οπούα ιςχύουν :   f 2(x = 4xf(x + 4 , f(0 = 1 . 

11.134 Δύνεται ςυνεχόσ   f ∶ [0 , +∞) → ℝ                                            
με  f 2(x + xf(x = 4 , f(3 = −4 . Να βρεύτε την f                                       

11.135 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την                                                     
οπούα ιςχύουν :   f 2(x + 2f(x = ημ2x , f(0 = −2 . 

11.136 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την                              
οπούα ιςχύουν :   f 2(x = 2xf(x + 1 , f(0 = −2 . 

11.137 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την                              

οπούα ιςχύουν : exf 2(x − 
x2

 ex  
= 2f(x) , f(0) = 0 . 

11.138 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την                                 

οπούα ιςχύουν :   ef(x) − 
1

 ef(x ) 
 = 2x  , f(0 = 0 .  

11.139 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την                                        

οπούα ιςχύουν: ef(x) − 4x − 4e−f(x) = 0,f(0 = ln2 

11.140 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την                                                                       
οπούα ιςχύουν :   f 2(x + 2f(x ημx = x2 + ςυν2x  ,                                   
με    f(0 = 1     

 

  

11.141 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο ℝ ώςτε                 
να  ιςχύει  ln(f(x − x + ln(f(x + x = 0,∀x ∈ ℝ                 
α  Να δεύξετε ότι  f(0 = 1                                                                                                                                                          
β  Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f   

11.142 Να βρεύτε όλεσ τισ ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ                                        
f ∶ ℝ → ℝ για τισ οπούεσ ιςχύει: f 2(x = 1 , ∀x ∈ ℝ  

11.143 Να βρεύτε όλεσ τισ ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ                                                 

f:ℝ → ℝ για τισ οπούεσ ιςχύει: f 2(x = e2x , ∀x ∈ ℝ  

11.144 Να βρεύτε όλεσ τισ ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ                                                 
f:ℝ → ℝ για τισ οπούεσ ιςχύει: f 2(x = x2  , ∀x ∈ ℝ .                   
(χολικό  

11.145 Να βρεύτε όλεσ τισ ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ                                                 
f:ℝ → ℝ για τισ οπούεσ ιςχύει:                                                           
f 2(x + 2x = x2 + 1 , ∀x ∈ ℝ . 

11.146 Έςτω ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο ℝ για την                                           
οπούα ιςχύει   f 2(x − 4x = x2 + 4 , ∀x ∈ ℝ .                                            
Να βρεύτε την f  . 

 

Κ. ύνολο  Σιμών  υνϊρτηςησ 

11.147 Να βρεθούν τα ςύνολα τιμών                                            
των ςυναρτόςεων :                                                                                                                                           
α)  f(x = x3 + 5x − 1  , x ∈ [1 , 2]                                           
β)  f(x = −x5 − 3x + 2 , x ∈ [0 , 2]   

11.148  βρεθούν τα ςύνολα τιμών                                                          
των ςυναρτόςεων :                                                                                                                               
α   f(x = x3 + x − 10 ,   x ∈ (−∞ , 1]                                      
β    f(x = lnx + 2ex , x ∈ (0 , 1] 

11.149 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 21− x + 
1

 x 
 ,                                  

x ∈ [1 , 2] . Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f  . 

11.150 Δύνεται η  f(x =  x − 1 −    5 − x .                                                                          
Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f  . 

11.151 Δύνεται η  f(x =  4 − x −    2 + x .                                                       
Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f  . 

11.152 Να βρεύτε το ςύνολο τιμών των :                             
α  f(x = x + lnx               β  f(x = 1 − x − lnx  

11.153 Να βρεύτε το ςύνολο τιμών των :                             

α  f(x = ex3+1               β  f(x = 
1 − ex

 1 + ex  
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11.154 Να βρεύτε το ςύνολο τιμών των :                             

α  f(x = x3 +  x         β  f(x = e−x − lnx 

11.155 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                              

 f(x =  
1
 x 
− lnx  , 0 < x ≤ 1 

ex−1 + lnx  ,    x > 1

                                                                                              

α  Να δεύξετε ότι η f εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                                         
β  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f   

11.156 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ln  
x + 1

2 − x
  .                          

Να βρεύτε :                                                                                                                 
α  το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                                          
β  τισ αςύμπτωτεσ τησ  Cf   

11.157 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ (0 , +∞ →  ℝ                                                                                              
η οπούα εύναι ςυνεχόσ , γνηςύωσ αύξουςα και                                                                                              
ιςχύει : x3 + x2 + 2 ≤ f(x − x ≤ x3 + 2x2 + 2  ,                                
∀x > 0. Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f 

11.158 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x =  x −  ln(9 − x                                                                                                                                                                                    
α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f .                                                                                                                                                                                

β) Να δεύξετε ότι η εξύςωςη   x −  ln(9 − x = e                                                                                             
ϋχει ακριβώσ μια λύςη . 

11.159 Δύνεται η  f(x = 2 − lnx − e x , x ∈ (0 , 1]                                                                                                                                                                                        
α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f .                                                                                                                                                                                
β) Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  lnx + e x = 2   ϋχει                                            
ακριβώσ μια θετικό λύςη μικρότερη τησ μονϊδασ . 

11.160 Δύνεται η  f(x = 
1

 x 
 − ex ,  x ∈ (−∞ , 0                                            

α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f .                                                                                                                                                                                
β) Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  2xex − x − 2 = 0                                              
ϋχει μοναδικό αρνητικό ρύζα                                                                                              

11.161 Δύνεται η   f(x = e−x − lnx −  x − 1 .                                                                                                                                               
α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f .                                                                                                                                                                          
β) Να δεύξετε ότι η  Cf    τϋμνει τον ϊξονα  x’x                                                    
ςε ϋνα ακριβώσ ςημεύο .    

11.162 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 3 x + lnx .                                                         
Να δεύξετε ότι η  Cf    τϋμνει τον ϊξονα  x’x                                                          
ςε ϋνα ακριβώσ ςημεύο . 

11.163 Να δεύξετε ότι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ                                      

των ςυναρτόςεων f(x = lnx , g(x = 
1

 x 
  ϋχουν                               

ακριβώσ ϋνα κοινό ςημεύο (χολικό  

11.164  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                                  
2 + ln(1 − ex = ex   ϋχει ακριβώσ μια λύςη 

 

11.165 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  
1

2x   = lnx                              

ϋχει μοναδικό ρύζα  

11.166 Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  x − 2 = e−x                                                                                
ϋχει μοναδικό θετικό ρύζα 

11.167 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx +  ex − 1 .                                                                                                                                                       
α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                                                      
β) Να δεύξετε ότι υπϊρχει ακριβώσ ϋνα  x0                                                  
ώςτε να ιςχύει  lnx0 +  ex0 = 1 .                                                                                                                                                 
γ) Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x =2016                                                  
ϋχει  ακριβώσ μια θετικό ρύζα. 

11.168 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx − e−x .                                                                                                                  
α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                                                      

β) Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  ln 
x

 2018 
 −e−x = 0                                                       

ϋχει ακριβώσ μια λύςη .  

11.169 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                                     

f ∶ (0 , 1] →  ℝ  , f(x =  
1

 x 
  − lnx                                                                                                          

α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                                                           
β) Να δεύξετε ότι  υπϊρχει ακριβώσ ϋνα x0                                    
τϋτοιο , ώςτε   2x0lnx0 = 2 − 3x0  . 

11.170 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                                           

f ∶ (1 , +∞ →  ℝ  , f(x = xlnx −  
1

 x 
                                                                                        

α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                                                           
β) Να δεύξετε ότι                                                                                               

υπϊρχει ϋνα ακριβώσ  x0 :  x0
x0 = e 

1
x0              

11.171 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                                                           

f ∶ (1 , +∞ →  ℝ  , f(x = 
1

 lnx  
  − x                                                                                      

α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                                                           
β) Να δεύξετε ότι                                                                   
υπϊρχει ϋνα ακριβώσ  x0 > 1 ∶   x0

x0 = e              

11.172 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  1 − x − ex                                                                                                                   
α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                                                           
β  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                         

f   2 +  1 − x e−x − 1 = 0 ϋχει ακριβώσ μια ρύζα 

11.173 Δύνεται η  f(x = lnx + ex + x − 1                                                                                                        
α  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                       
β  Να βρεύτε το α ώςτε να ιςχύει                                      

eα
2+4 − e4α = ln4α − ln(α2 + 4 + 4α − α2 − 4          
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11.174 Δύνεται η  f(x = lnx + ex−2                                                                                                        
α  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                       

β  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη ex = e2(α − lnx ,                                           
α ∈ ℝ  ϋχει ακριβώσ μια λύςη .                                                             

γ  Να λυθεύ η εξύςωςη  elnx + ex−1 = 1 

11.175 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ (0 , +∞ → ℝ                                  

με  f(x = 
2

 x 
  +ln  e +

1

 x 
                                                              

α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                                                           
β) Να δεύξετε ότι υπϊρχει ακριβώσ                                                

ϋνα  ξ > 0 τϋτοιοσ , ώςτε :   
e∙ξ +1

ξ
 
ξ

= ee∙ξ − 2  

11.176  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  

f(x =  
ln(x − 1 + x2  ,        x ≥ 2 

e2 − x − x3 + 11  ,    x < 2
                                                                                              

α  Να δεύξετε ότι η f εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                                         
β  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                       

γ  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  
2 − f(α 

x − 1
+

3 − f(β 

x − 3
  = 0                                     

ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο (1 , 3  ,  ∀α ,β ∈ ℝ                                                                                  
δ  Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ                                                                                     
f(x = λ , για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του λ ∈ ℝ                                                                                                         

11.177 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  

f(x =  
x + ex  ,                     x ≤ 0 
e− x − ln(x + 1   , x > 0

                                                                                              

α  Να δεύξετε ότι η f εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                                         
β  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                    
γ  Να δεύξετε ότι η f ϋχει δύο ρύζεσ ετερόςημεσ                                                                                                                                  

δ  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  
f(α  − 1

x − 1
+

 f(β  − 1

x − 2
  = 0                                     

ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο (1 , 2  ,  ∀α ,β ∈ ℝ∗                                                                                  
ε  Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ                                                                                     
f(x = λ , για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του λ ∈ ℝ                                                                                                         

11.178 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  

f(x =  
e−x − x  ,                     x ≤ 0 
ln(x + 1 + 1  ,         x > 0

                                                                                              

α  Να δεύξετε ότι η f εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                                         
β  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                    
γ  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f(f(x − 2 = 1 (1)                                    
ϋχει  ακριβώσ δύο ρύζεσ ετερόςημεσ                                                                                                                                  
δ  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                                                   
f(x  − 4

x − x2
+

 f 3−f(x   − 2

x − x1
  = 0 ϋχει μια τουλϊχιςτον                                       

ρύζα ςτο (x1 , x2  όπου x1 , x2  οι ρύζεσ τησ (1                                                                              
ε  Να δεύξετε ότι  f f 3(x  ≥ f f 2(x                                                                                                                                                                              

 

 

11.179 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 4lnx − 
1

 x 
                                                                                                                        

α  Να δεύξετε ότι η  f   εύναι 1-1 .                                                                                                                                                                           
β  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ . 

11.180 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                          
f(x) = ln(x + 2)  +  ln(x − 2) − 3                                                                                                                            
α  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                  
β  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                                                      
γ  Να δεύξετε ότι η  f  αντιςτρϋφεται και να                         
βρεύτε την αντύςτροφη . 

11.181 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x − ln(1 − ex                                                                                                                                          
α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                      
β  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x = 2050                                    
ϋχει μοναδικό ρύζα                                                                                          
γ  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ                                                
και τον τύπο τησ                                                                                                      
δ  Να δεύξετε ότι  οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ                                                     
των  f ,  f−1  δεν ϋχουν κοινϊ ςημεύα . 

11.182 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x) = 
3x

1 + 3x                                                                                                                                

α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                     
β  Να δεύξετε ότι η  f  αντιςτρϋφεται και να                                       
βρεύτε  την αντύςτροφη .                                                                                                        
γ  Να δεύξετε ότι  οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ                                   
των  f , f−1  τϋμνονται ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο                                                      
με τετμημϋνη  x0 ∈ (0 , 1   

11.183 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x5 + ex−3 + 1 .                                                                                                                                               
α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f                                                                                                                                           
β  Να δεύξετε ότι η  f  αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                  
γ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                                 

f−1  x5 + ex−3 + 245 +
1

e3 > 3                                                                                          

δ  Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών                                                                     

τησ εξύςωςησ  f  e3−x(x5 + 10  =  
1

e4   

11.184 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 + ex−2 − 1.                                                                                                                                               
α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f                                                                                                                                           
β  Να δεύξετε ότι η  f  αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                  
γ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                                 

f−1 x3 + ex−2 + e−1 − 9 > 1                                                                                          

δ  Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών                                                                     

τησ εξύςωςησ  f e2−x(x3 − 8 + 3 = 8   
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11.185 Δύνεται η  f(x = ex − e−x + x3 + 2x − 1                                                   
α  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                       
β  Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ                                                                                                              
f(x = λ , λ ∈ ℝ                                                                                                                                                
γ  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη   f−1(x = x  ϋχει                                            
ακριβώσ   μια ρύζα                                                                                                        

δ  Να λυθεύ  f e1−x + 1 > 𝑓(lnx + 2x   

11.186 Δύνεται η  f(x = x3 + x − 1                                                   
α  Να δεύξετε ότι η  f  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε                                          
το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ.                                                                           
β  Να δεύξετε ότι η  f−1 εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                          
γ  Αν εύναι γνωςτό ότι η   f−1 εύναι ςυνεχόσ ,                                                     
να βρεύτε τα όρια :                                                                                        

γ1  lim
x→+∞

 
f−1(x 

 x
3        γ2  lim

x→+∞
 

x

 f−1(x  
3

+ f−1(x  + 2
                                                                                                              

11.187 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ (0 , +∞ →  ℝ                                                                                              
η οπούα εύναι ςυνεχόσ , γνηςύωσ αύξουςα και                                                                                              
ιςχύει : x3 + x2 + 2 ≤ f(x − x ≤ x3 + 2x2 + 2                                                                      
α  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f                                                                              
β  Να δεύξετε ότι η  f−1 εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                          
γ  Αν εύναι γνωςτό ότι η   f−1 εύναι ςυνεχόσ ,                                                     
να βρεύτε τα όρια :                                                                                        

γ1  lim
x→2

 
x − 2

f−1(x 
          γ2  lim

x→+∞
 
x + f−1(x 

 f−1(x  
4  

11.188 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ (0 , +∞ →  ℝ                                       

με  f(x = x2 −  
1
 x 

+ 1                                                                           

α  Να δεύξετε ότι η  f  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε                                          
το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ.                                                                           
β  Να δεύξετε ότι η  f−1 εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                          
γ  Αν εύναι γνωςτό ότι η   f−1 εύναι ςυνεχόσ ,                                                     
να βρεύτε τα όρια :                                                                                        

γ1  lim
x→−∞

 
f−1(x  − x

x + f−1(x 
       γ2  lim

x→+∞
 
f−1(x  − x

 x + f−1(x 
                                                                 

11.189 Δύνεται ςυνεχόσ και γνηςύωσ αύξουςα                                      
ςυνϊρτηςη  f ∶ (1 , 2) → ℝ   για την οπούα ιςχύει :                                               
2ημ(x − 1 ≤ (x − 1 f(x ≤ x2 − 1  ,  x ∈ (1 , 2)                                                    

και   lim
x→2−

 
f(x  − 3

x − 2
   = 2                                                                                                                                             

α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ                           

h(x = f(x −
1

x − 1
+ 1                                                                                         

β) Να δεύξετε ότι η γραφικό παρϊςταςη τησ                                             

g(x =  
1

f(x  + 1
   ϋχει με την  ευθεύα  y = x − 1 ϋνα                                         

μόνο κοινό ςημεύο, με τετμημϋνη ςτο  (1 , 2) 

 

11.190 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  

f(x =  
αx − 2α  ,                                  x ≥ 0 
ln(x + 1 − ημ3x  ,   − 1 < 𝑥 < 0

                                                                                              

α  Να βρεύτε την τιμό του  α > 0  ώςτε η  f                                                            
να εύναι ςυνεχόσ                                                                                                     

β  Για  α = 
1

2
  , να δεύξετε ότι η εξύςωςη                                                            

αx + 2 = ln(x + 1)  ϋχει ακριβώσ μια θετικό ρύζα 

11.191 Δύνεται ςυνεχόσ και γνηςύωσ μονότονη                                      
ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 5] → ℝ   για την οπούα ιςχύει :     

lim
x→0

 
ημ 2x − xf(x 

 x+1 − 1
   = 4  και η γραφικό παρϊςταςη 

τησ f  διϋρχεται από το ςημεύο  Μ(5 , 3 .                                      
α  Να βρεύτε το f(0)                                                               
β  Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα και 
να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ.                                         
γ  Να δεύξετε ότι :                                                                           
γ1  οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ των f  και  g(x = 2   
ϋχουν ακριβώσ ϋνα κοινό ςημεύο                                                 
γ2  υπϊρχει ϋνα τουλϊχιςτον  ξ ∈ (0 , 5  ςτο οπούο 
η f  να εύναι ύςη με τη μϋςη τιμό των  f(1 , f(2 , f(3    

11.192  Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με                                            

f(0 = 1, (exf(x) 2 + (2xex 2 = 1 − 4xe2xf(x)          
α  Να δεύξετε ότι  f(x = e−x − 2x                                           
β  Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ     
1 − 2xex = 2020ex                                                                             

γ  Να λυθεύ   e2x−e−x
+ 4x < e−1 − 2 + 2 e−x                     

δ  Να βρεθεύ   lim
x→+∞

 
f(x  + 2x + 2−x

(f(x  + 2x 2  + e−x  

 

Λ.  Θεώρημα  Ενδιαμϋςων  Σιμών                                    
και  Θ.Μ.Ε.Σ. 

11.193 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη f: [2 , 5] → ℝ                                        
Να δεύξετε ότι                                                                                        
∃x0 ∈ [2 , 5] ∶ 10f(x0 = 7f(3 + 3f(4) . 

11.194 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη f: [0 , 3] → ℝ                                                  
Να δεύξετε ότι                                                                                        
∃ξ ∈ [0 , 3] ∶ f(1 + 2f(2 = 3f(ξ  . 

11.195 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη f: [0 , 2] → ℝ                                                                                                                                                               
Να δεύξετε ότι                                                                                            

∃ x0 ∈ [0 , 2] ∶ f(x0 =  
 f(0  + 5f(1  + 4f(2  

10
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 Intermediate Value 
Theorem                                             
το Θεώρημα 
Ενδιαμϋςων Σιμών ςτα 
Αγγλικϊ 

 

11.196 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f: [0 , 3] → ℝ .                                                                                                      
Να δεύξετε ότι ∃ x0 ∈ [0 , 3] :                                                                                         
 10 ∙ f(x0 = f(0 + 2f(1 + 3f(2 + 4f(3) .  

11.197 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f: [1 , 3] → ℝ                                                                                                                                                                          
Να δεύξετε ότι  ∃ x0 ∈ [1 , 3] ∶                                                                                         

f(x0 =
1

20
 4f  

1

4
 + 5f  

1

5
 + 11f  

1

11
    

11.198 Δύνεται η ςυνεχόσ και γνηςύωσ φθύνουςα                                       
ςυνϊρτηςη  f ∶ [1 , 3] →  ℝ .                                                                                                                       
Να δεύξετε ότι                                                                                  
∃ x0 ∈ (1 , 3 ∶ 3f(x0 = f(1 + f(2 + f(3 .        

11.199 Δύνεται η ςυνεχόσ και γνηςύωσ αύξουςα                               
ςυνϊρτηςη  f ∶ [1 , 2] →  ℝ .                                                                                   
Να δεύξετε ότι                                                                                                   
∃ x0 ∈ (1 , 2 ∶ 4f(x0 = f(1 + 3f(2 .   

11.200  Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f: [0 , 3] → ℝ                        
με  f(x) ≠ 0 , ∀x ∈ [0 , 3]   για την οπούα ιςχύει                                                                                                                                          

f(x (x − 2 ≠ xex − 2   ,   ∀x ∈ [0 , 3]                                                           
Να δεύξετε ότι :                                                                                                     
α   f(x > 0 , 𝛾𝜄𝛼 𝜅ϊ𝜃𝜀  x ∈ (0 , 3                                                                               

β  ∃ x0 ∈ (0 , 3 ∶ f(x0 =  f(1 ∙ f(2                 

11.201 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                
για την οπούα ιςχύει  f f(x  + f(x = ex , ∀x ∈ ℝ                                      

και η γραφικό τησ παρϊςταςη τϋμνει τον                                         
ϊξονα  y’y  ςτο ςημεύο (0 , 3                                                                                                                                                                       
α  Να δεύξετε ότι  f(3 = −2                                                                        

β  Να βρεύτε το lim
x→−∞

 
f f(0  x2018 + 2x + 1

f(3 x2017− x − 1
                                                    

γ  Να δεύξετε ότι για την  g(x = xf(x + ημ(πx)                                                                                                                                     
υπϊρχει ϋνα τουλϊχιςτον  ξ ώςτε  g(ξ = 0                                                                                                                                       
δ  Να δεύξετε ότι                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            
∃ x0 ∈ (0 , 4 ∶ 6f(x0 = 3f(1 + 2f(2 + f(3 .                                                                                                                                                                
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f(x  
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Η ϋννοια τησ Παραγώγου ςαν μια 
εφαπτόμενη ευθεύα όταν γνωςτό 
ςτουσ Αρχαύουσ Έλληνεσ 
γεωμϋτρεσ όπωσ ςτον Ευκλεύδη 
και Αρχιμόδη 
Η ςύγχρονη ανϊπτυξη του 
Διαφορικού Λογιςμού πιςτώνεται 
ςτουσ Ιςαϊκ Νεύτων(1643-1727)   
Γκόντφριντ Λϊιμπνιτσ(1646-1716) 

 

 

 

 

 

 

Α. Εύρεςη Παραγώγου με χρόςη                                
Οριςμού 

12.1 Δύνεται η f(x =  
x2 + x ,               x ≤ 2

−x2 + 9x − 8 , x > 2
   .                                                                                         

Να δεύξετε ότι  η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 2 

12.2 Δύνεται η f(x =  
x2 + x + 1 , x < 0
x + 1 ,            x ≥ 0

   .                                                                                         

Να δεύξετε ότι  η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0                            
(χολικό  

12.3 Δύνεται η  f(x =  
x2 + 3x ,    x < 0
2x + ημx , x ≥ 0

                                              

Να δεύξετε ότι η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0 .  

12.4 Δύνεται η f(x =   
x + 3 −  4 , x ≥ 1

x2 −  x − 2 , x < 1
  .                                                         

Να δεύξετε ότι :                                                                                                      
α) η f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 1                                                                                                                                                                                                  
β  η f  δεν εύναι παραγωγύςιμη ςτο 1         

12.5 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x + 2 − 3x + 1.                               
Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  −2. 

12.6 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x2 − 3x .                               
Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 1                                           
(χολικό  

 

 

 

 

 

 

12.7 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x − 1 + 2x .                                                       
Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 1. 

12.8 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x − 2 + 2x − 2.                                    
Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 2. 

12.9 Δύνεται η  f(x = x2 + 5 x − 3 + 4x − 1.                                                        
Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 2 

12.10 Δύνεται η  f(x =  x e 
 1 
x   ,         x < 0

x − ημx ,    x ≥ 0
  .                                                      

Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0. 

12.11 Δύνεται η f(x =  
ημ2x ∙ ςυν

 1 
x

 , x ≠ 0

0 ,                      x = 0

  .                                  

Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0. 

12.12 Δύνεται η  f(x =  
x2 ∙ ςυν

 1 
x

 ,     x ≠ 0

0 ,                      x = 0

  .                                                           

Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0 

12.13 Δύνεται η  f(x =  
xlnx
1 − x

 ,     0 < 𝑥 ≠ 1

−1 ,                      x = 1

                        

α  Να δεύξετε ότι η f  εύναι ςυνεχόσ                                        
β  Να βρεύτε το f ′(1             (χολικό    

12.14 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  

f(x =  
−

3
4

x + λ ,       x ≤ 1

x2 − 8x + 4
4x

 ,     x > 1

                                                                                                                                              

α) Να δεύξετε ότι  λ = 0 αν  f  ςυνεχόσ ςτο 1                                                                                                                                                             
β) Να εξετϊςετε αν η  f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 1.     

12.15 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ →  ℝ  για την οπούα 
ιςχύει  f(h + 2 = 3 ∙ ςυνh + h2 − h , ∀h ∈ ℝ .                      
Να βρεύτε  τα  f(2) , f ′(2                        

12.16 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ →  ℝ  για την οπούα 
ιςχύει  f(h + 1 = h2 + 4h + 3 , ∀h ∈ ℝ .                                             
Να βρεύτε  τα  f(1) , f ′(1  

12.17 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ →  ℝ  για την οπούα 
ιςχύει  f(1 + h = 2 + 3h + 3h2 + h3  , ∀h ∈ ℝ .                                             
Να βρεύτε  τα  f(1) , f ′(1     (χολικό  

                 12. Η Έννοια τησ Παραγώγου 
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12.18 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ →  ℝ  για την οπούα                                                          
ιςχύει  f(h + 1 = 2ημh + (h − 1 2  , ∀h ∈ ℝ .                                             
Να βρεύτε  τα  f(1) , f ′(1  

 

Β. Παρϊγωγοσ - Κριτόριο  Παρεμβολόσ 

12.19 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για την οπούα                                                
ιςχύει  ημx − 3x2 ≤ f(x ≤ ημx + 5x2 ,  ∀x ∈ ℝ .                                                         
Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι                                          
παραγωγύςιμη ςτο  0. 

12.20 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για την οπούα                                  
ιςχύει  ημ2x − x4 ≤ xf(x ≤ ημ2x + x4 ,  ∀x ∈ ℝ .                             
Να βρεύτε  τα  f(0) , f ′(0   (χολικό                                                       

12.21 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για την οπούα                                  
ιςχύει  ημx − x2 ≤ f(x ≤ ημx + x2 ,  ∀x ∈ ℝ .                                                         
Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι                                               
παραγωγύςιμη ςτο 0. 

12.22 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για την οπούα                                     
ιςχύει  ςυνx − x2 ≤ f(x + 1 ≤ ςυνx + x2 ,  ∀x ∈ ℝ .                                                         
Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι                                    
παραγωγύςιμη ςτο 0. 

12.23 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ για την οπούα                                 

ιςχύει    f(x −  ημx ≤  x2 + 4 − 2 , ∀x ∈ ℝ .                                                              
Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  f εύναι                                                    
παραγωγύςιμη  ςτο 0 και ότι  f ′(0 =1 

12.24 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ για την οπούα                                 

ιςχύει    f(x −  ημ2x ≤  x2 + 1 − 1 , ∀x ∈ ℝ .                                                              
Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  f εύναι                                                    
παραγωγύςιμη  ςτο 0 και ότι  f ′(0 = 2 

12.25 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ για την οπούα                                 

ιςχύει    f(x −   x2 + 5 ≤ (x − 2 2 , ∀x ∈ ℝ .                                                              

Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  f εύναι                                                    
παραγωγύςιμη  ςτο 2 και να βρεύτε το  f ′(2  

12.26 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ f, g ∶ ℝ → ℝ για τισ                              
οπούεσ ιςχύει  f(x ≤ g(x ≤ f(x + (x − e 3,                                   
 ∀x ∈ ℝ .  Αν για την f ιςχύει f ′(e = 3 ,                                                               
να δεύξετε ότι  g ′(e = 3 

 

 

 

 

Γ. Παρϊγωγοσ  και  υνϋχεια 

12.27 Δύνεται η f(x =  
α x3 + 1 ,    x ≤ 1
βx + 3 ,        x > 1 

 .                                                                          

Να βρεύτε τα  α ,β ∈ ℝ  αν η f  εύναι                                                              
παραγωγύςιμη ςτο 1 . 

12.28 Δύνεται η  f(x =  
2x2 + 5β ,    x ≤ 1

α + β x ,        x > 1 
 .                                                      

Να βρεύτε τα  α ,β ∈ ℝ  αν η f  εύναι                                                                
παραγωγύςιμη ςτο 1 . 

12.29 Δύνεται η  f(x =  
ημx  ,          x < 𝜋
αx + β  ,      x ≥ π 

                                             

Να βρεύτε τα  α ,β ∈ ℝ  αν η f  εύναι                                                                            
παραγωγύςιμη ςτο π .  (χολικό  

12.30 Δύνεται η  f(x =  
α + ημx  ,                x ≤ 0

βx +  x2 +  4 ,        x > 0 
                                             

Να βρεύτε τα  α ,β ∈ ℝ  αν η f  εύναι                                                                            
παραγωγύςιμη ςτο 0 . 

12.31 Δύνεται   f(x =  
x2 − x + 1,                x ≤ 0
α ∙ ημx + β ∙ ςυνx ,   x > 0 

                                                 

Να βρεύτε τα  α ,β ∈ ℝ  αν η f   εύναι                                                    
παραγωγύςιμη ςτο 0 . 

12.32 Δύνεται η  f(x =  
x2 + αx + β ,     x ≤ −2

3x2 + 5x − α , x > −2
  .                                                  

Να βρεύτε τα  α ,β ∈ ℝ  αν η f  εύναι                                                                          
παραγωγύςιμη ςτο −2 . 

12.33 Δύνεται η  f(x =  
α2 x ,     0 ≤ x < 1
x2 + β

4
 ,            x ≥ 1

  .                                                  

Να βρεύτε τα  α ,β ∈ ℝ  αν η f  εύναι                                                                          
παραγωγύςιμη ςτο 1 . 

18.34 Δύνεται η  f(x =  
αx + β − 1 ,          x < −1

(α − 1 x2 + 2β , x ≥ −1
  .                                                  

Να βρεύτε τα  α ,β ∈ ℝ  αν η f  εύναι                                                                          
παραγωγύςιμη ςτο −1 . 

12.35 Δύνεται η  f(x =  
ημx + α ,     x ≤ 0

eβx ,               x > 0
                                               

Να βρεύτε τα  α ,β ∈ ℝ  αν η f  εύναι                                                              
παραγωγύςιμη ςτο 0     (χολικό        
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12.36 Δύνεται η  f(x =  
α ∙ ex − x + 1 ,     x ≤ 0

x2 ∙ lnx + β ,         x > 0
                                                                 

Να βρεύτε τα  α , β ∈ ℝ  αν η f  εύναι                                                              
παραγωγύςιμη ςτο 0      

12.37 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0 ,                          
να αποδεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  g(x = xf(x) εύναι 
παραγωγύςιμη ςτο  0 .  (χολικό  

12.38 Δύνεται η  f(x =  
x2 + α ,                x ≥ 1

ex−1 + βx ,         x < 1
                                                                 

Να βρεύτε τα  α , β ∈ ℝ  αν η f  εύναι                                                              
παραγωγύςιμη          ( ΘΕΜΑ 2019 ) 

 

Δ. Παρϊγωγοσ  και  Όρια 

12.39 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                       
παραγωγύςιμη     ςτο 0  για την οπούα ιςχύει                                                                                                         
f 3(x + 8x ∙ ημx ∙ f(x = x ∙ ημ23x , ∀x ∈ ℝ .                                                                     
Να βρεύτε :                                                                                                                                          
α  το  f(0                 β  το f ′(0  

12.40 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                                                                  
παραγωγύςιμη  ςτο 0  για την οπούα ιςχύει                                                                                                         
f 3(x + xf 2(x = x3 + ημ3x , ∀x ∈ ℝ .                                                                     
Να βρεύτε την  f ′(0                                                                                                                                          

12.41 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                            
παραγωγύςιμη ςτο 0  για την οπούα ιςχύει                                                                                         
f(x) ∙  x2 + f 2(x  = 2x3  , ∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε :                                                                                                                                          

α  το  f(0                 β  το f ′(0  

12.42 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο ℝ και                                                                    

ιςχύει  lim
x→1

 
f(x  − 2

x − 1
  = 3 , να βρεύτε  τα f(1) , f ′(1  . 

12.43 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 2 και                             

ιςχύει  lim
x→2

 
f(x  + x2

x − 2
  = 3 , να βρεύτε  τα f(2) , f ′(2  . 

12.44 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 3 και                             

ιςχύει  lim
x→3

 
f(x  

 x2−5 − 2
  = 2 , να βρεύτε το  f ′(3  

12.45 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 2 και                             

ιςχύει  lim
x→2

 
f(x − x2+ 6x 

x − 2
  = 6 , να βρεύτε το  f ′(2  

 

 

 

12.46 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 1                                        

και ιςχύει  lim
x→0

  
f(x  − e  2x  + 1

ημ2x 
  = 5                                                                                      

α) Να βρεύτε το  f(0)                                                                                                                                                                                       
β) Να δεύξετε ότι η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  0  .                      
( ΘΕΜΑ 2000 Ε   

12.47 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 3                               

και ιςχύει  lim
x→3

  
f(x  – 6x

x2− 9 
  = 10                                                                                      

α) Να βρεύτε το  f(3)                                                                                                                                                                                       
β) Να δεύξετε ότι η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  3                                                                                                               

γ  Να βρεύτε το  όριο  lim
x→3

  
f(x  – 2x2

4x2− 12x 
  

12.48 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0                               

και ιςχύει  lim
x→0

  
f(x  – 2x

x2  
  = 1                                                                                      

α) Να βρεύτε το  f(0)                                                                                                                                                                                       
β) Να δεύξετε ότι η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  0                                                                                                               

γ  Να βρεύτε το όριο  lim
x→0

  
f(x  + x∙ημ x − 2x

1 −ςυν x 
 

12.49  Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 4                               

και ιςχύει  lim
x→4

  
f(x  –  x2−7

x − 4 
  =  

2

 3 
                                                                                      

α) Να βρεύτε το  f(4)                                                                                                                                                                                       
β) Να δεύξετε ότι η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  4                                                                                                               

γ  Να βρεύτε το όριο  lim
x→4

  
f(x  + ημ (x−4) − 3

 2x+1 − 3 
 

12.50 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  με  f(2 = 2 , f ′(2 = −1                                                

Να βρεύτε το όριο  lim
x→2

  
f3(x  − 8

x2− 4 
      

12.51 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  με  f(1 = 2 , f ′(1 = −1        

Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                                 

α) lim
x→1

  
f 2(x  − 2f(x)

x2 + x − 2
             β) lim

x→1
  

f(x  −  2x

x2  −  x
                   

12.52 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  με  f(1 = 2 , f ′(1 = −1 

Να βρεύτε το όριο  lim
x→1

  
f 3(x  − 3f(x  − 2

x2 + x − 2
 

12.53 Δύνεται  ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                           

για την οπούα ιςχύει    lim
x→0

  
f(x  −  x

x2   = 2005                                                   

α) Να αποδεύξετε ότι   f(0)=0 ,  f ′(0  = 1                                                                                                                                                                                   

β) Να βρεύτε το λ ώςτε  lim
x→0

  
x2  + λ(f(x) 2  

2x2  + (f(x) 2   = 3       
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12.54 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  με  f(2) = 3 , f ′(2)   = 4.                                     
Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                     

α) lim
x→2

 
f(x  −  3

x2 − 2x
                     β  lim

x→2
 
f2(x  − 9

x2 − 4
                                                                                                                                               

γ  lim
x→2

  
f(x  + 1 − x2

x − 2
            δ  lim

x→2
  

f(x  –   x + 7

x2 − 3x + 2
         

12.55 Δύνεται  f:ℝ → ℝ  με  f(1) = 1 , f ′(1)   = 1.                                                    
Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                                                     

α) lim
x→1

 
f(x  −  1

x2 − 1
                         β  lim

h→0
 
f2(1+h  − 1

h
                                                                                                                                               

γ  lim
h→0

  
(1+h ∙f(1+h  − 1 

h
       δ  lim

x→1
  

f2(x  –  3f(x  + 2

x2 − 3x + 2
 

12.56 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ για την οπούα                                      
ιςχύει  f ′(0) = 5 . Να βρεύτε τα όρια :                                                                                                  

α) lim
x→0

  
f(3x  − f(0)

x
           β) lim

x→0
 
f(3x  − f(x)

x
                   

12.57 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  με   f ′(1) = 2.                                                                   

Να βρεύτε το όριο : lim
h→0

 
f(1+2h  − f(1−3h)

h
       

12.58 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ, ςυνεχόσ                                                         

ςτο 1 με  lim
h→0

 
f(1+h  − 2

h
  = 3 . Να βρεύτε :                                     

α  το f ′(1)             β  το όριο  lim
x→1

 
f(x  + x2− x − 2

x2  − 1
   

12.59 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ, ςυνεχόσ                                                        

ςτο 1 με  lim
h→0

 
f(1+h  + 3

h
  = 5 . Να βρεύτε :                                     

α  το f ′(1)          β  το όριο  lim
x→1

 
2f(x  + x2+ x + 4

x2  − 1
 

 

 

Ε. Κανόνεσ  Παραγώγιςησ 

12.60 Να βρεύτε την παρϊγωγο των ςυναρτόςεων                                                                                                                                                                                   
α   f(x = ex + 2x3 − lnx      β) f(x = (x2 + 1)ex                                                                                                                                         

γ   f(x = 
x2

x − 1
                         δ  f(x =   

3x2 − 2x

ex       

12.61 Να βρεύτε την παρϊγωγο των ςυναρτόςεων                                                                                                                                                                                    
α  f(x = x2 ∙ lnx           β  f(x = (x − 4 ∙ lnx − 5                                         
γ  f(x = x2 ∙ ςυνx        δ   f(x = x ∙ 2x   

 

 

 

 

12.62 Να βρεύτε την παρϊγωγο των ςυναρτόςεων                                                                                                                                                                                   

α  f(x = 
 x2

ex          β  f(x = 
lnx

x
      γ  f(x =  

ημ x

x
                    

δ   f(x =  
x

x2+ 1
 

12.63 Να βρεύτε την παρϊγωγο των ςυναρτόςεων                                                                                                                                                                                      
α  f(x = (5x2 + 1 4         β  f(x = ημ3x − 3ln2x                             

γ  f(x =  x2 + 2x + 3                                                                                               

δ   f(x = e x
2+3x           ε  f(x = ςυν(x2 − 2x + 1)                     

ζ   f(x = ln(3x2 − 4) 

12.64 Να βρεύτε την παρϊγωγο των ςυναρτόςεων                                                                                                                                                                                    

α  f(x = (x − 3x2 4                β  f(x = ex3
                                                        

γ  f(x = −2ln2x                       δ   f(x = ςυνex                                

ε  f(x = 4ημ3x                         ζ   f(x = 5x2−2x 

12.65 Να βρεύτε την παρϊγωγο των ςυναρτόςεων                                                                                                                                                                                    

α  f(x = (ex − x 3           β  f(x =  x − 3 − lnx                                              

γ  f(x = e 
 1 
x   

12.66 Να βρεύτε την παρϊγωγο των ςυναρτόςεων                                                                                                                                                      

α  f(x = (x2 + x x           β  f(x =  x +
1

 x 
 

x
                                                

γ  f(x = xlnx                      δ   f(x = (x2 + 3  x 

12.67 Να βρεύτε την παρϊγωγο των ςυναρτόςεων                                                                                                                                                      

α  f(x =  x23
                     β  f(x =  x43

                                                                 
(χολικό  

12.68 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
ημx ,        x ≤ 0

x2 +  x , x > 0
                         

Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f . 

12.69 Δύνεται η   f(x =  
x2 − x ,        x ≤ 0

x3 + x ,        x > 0
   .                                                    

Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f . 

12.70 Δύνεται η   f(x =  
x2 + x ,        x < 1
3x − 1 ,        x ≥ 1

   .                                                    

Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f . 

12.71 Δύνεται η  f(x =  
x2 + 1 ,        x ≤ 0
ςυνx ,           x > 0

   .                                                  

Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f . 

12.72 Δύνεται η   f(x =  
2ημx + ςυνx ,        x ≤ 0

x2 + 2 x + 1 ,         x > 0
   .                                                 

Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f 
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12.73 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  

f(x =  
(x − 1 2 + lnx + 1 ,        0 < 𝑥 < 1

x + (x − 1 3 ,                            x ≥ 1
   .                                                     

Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f 

12.74 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x2 +   x − 2  .                         
Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f . 

12.75 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =   x2 − 4x + 3  .                         
Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f . 

12.76 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex ∙ (x2 − 2x  .                                              
Να λύςετε την εξύςωςη  f ′(x = 0 

12.77 Δύνεται η  f(x = ex ∙ (x2 − 2x + 3  .                                              
Να λύςετε την ανύςωςη  f ′(x > 0 

12.78 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx + x3  .                                                             

Να βρεύτε το όριο  lim
x→1

 
f(x  − f(1)

x − 1
 

12.79 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
x −2

ex    .                                             

Να βρεύτε το όριο  lim
x→+∞

 
f ′ (x)

f(x)
 

12.80 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex +  x .                                                                                                                                             
α Να δεύξετε ότι η f  αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                                                             
β  Να βρεύτε την  (f−1 ′(1)   

12.81 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx +  x .                                                                                                                                             
α Να δεύξετε ότι η f  αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                                                             
β  Να βρεύτε την  (f−1 ′(3)   

12.82 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex +  x + 2 .                                                                                                                                             
α Να δεύξετε ότι η f  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε                                       
το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ                                                                                                                                                                                            
β  Να βρεύτε την  (f−1 ′(1)   

12.83 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 + 2x − 8 .                                                                                                                                             
α Να δεύξετε ότι η f  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε                                               
το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ                                                                                                                                                                                            
β  Να βρεύτε την  (f−1 ′(4)   

12.84 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την                                                      
οπούα ιςχύει  f 5(x + 3f(x = x − 2 ,  ∀x ∈ ℝ .                                                       
α  Να δεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                           
β  Να βρεύτε την  (f−1 ′(1)    

12.85 Δύνεται  παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ                                        
Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ ςυνϊρτηςησ g :                                                       

α  g(x = f(2x3 + 7        β   g(x = f(−3x + f  
 4 
x
                     

γ  g(x = f 3 e−4x      

 

12.86 Δύνεται  παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ                                                            
Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ ςυνϊρτηςησ g :                                             

α  g(x = f(x2 + 3x + 1        β   g(x = x2 ∙ f  
 1 
x
                                          

γ  g(x = f 2(ex − x    

12.87 Δύνεται  παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  
f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  f(x2 + x ∙ f(x = 4x2  ,  ∀x ∈ ℝ  .                                                        
Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f(1 , f ′(1) 

12.88 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ημ2x .                                              
Να δεύξετε ότι   f ′′(x) + 4f(x = 2  (χολικό             

12.89 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 
 ex

x
 .                                                 

Να δεύξετε ότι   x ∙ f ′′(x) + 2f ′(x = xf(x  , x ≠ 0 . 

12.90 Δύνεται η   f(x = ex ∙ (ημx + ςυνx .                                  
Να δεύξετε ότι   f ′′(x) − 2f ′(x + 2f(x = 0 . 

12.91 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x ∙ e2x.                                      
Να δεύξετε ότι   f ′′(x) − 4f ′(x + 4f(x = 0 . 

12.92 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 ∙ lnx .                                   
Να δεύξετε ότι   2f(x − x ∙ f ′(x  +  x2 = 0 . 

12.93 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = eλx .                                            

Να βρεύτε τισ τιμϋσ του πραγματικού αριθμού λ                                                                       

για τισ οπούεσ ιςχύει   2f ′′ (x − 3f(x = f ′(x)                                             

12.94  Δύνεται η  f(x = ex(αx2 + βx + γ   για την 

οπούα ιςχύει   f(0 = −7 , f ′(0) = −5 , f′′(0 =  −1  

α  Να δεύξετε ότι  α = 1 ,β = 2 , γ = −7                                                       

β  Να λύςετε την ανύςωςη f ′(x > 0                              

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f ′′(x) + f ′(x = −14ex                

δ  Να βρεθεύ το όριο  lim
x→−5

 
f ′ (x)

 4 – x − 3
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 Differentiable  function                                             
Παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη 

Derivative                                       
Παρϊγωγοσ ςτα Αγγλικϊ 

    

12.95 Δύνεται  παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ για την                                                  

οπούα ιςχύει  f 2(x − 1 = ex(ex + 2                                                     

με f ′(0) = −1                                                                                                                      

α  Να δεύξετε ότι  f(x = e−x − 1                                                                                  

β  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f                                                

γ  Να βρεύτε τα όρια                                                                                                    

lim
x→−∞

 
f(x  + 4x

3x  + 4x       και     lim
x→+∞

 
f(x  + 4x

3x  + 4x                                              

δ  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη   
f(x)

f ′ (x)
  − 

f ′ (x)

f(x)
  = x                                                                           

ϋχει τουλϊχιςτον μια θετικό ρύζα.                                        
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Α. Με  γνωςτό  το ημεύο  Επαφόσ 

13.1 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 − 5x .                                                          
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                
ςτο ςημεύο  τησ   Α(2, f(2)) .    

13.2 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 + lnx .                                                                 
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                
ςτο ςημεύο  τησ   Α(1, f(1)) .    

13.3 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x ∙ ex .                                                               
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                
ςτο ςημεύο  τησ   Α(0, f(0)) .    

13.4 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx − 3ex + 1 .                                                               
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                
ςτο ςημεύο  τησ   Α(1, f(1)) .    

13.5 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
x2 

1 − x
 .                                                   

Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                
ςτο ςημεύο  τησ   Α(2, f(2)) 

13.6 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
x2 − 2x + 3

x  − 2
 .                                                   

Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                
ςτο ςημεύο  τησ   Α(3, f(3)) .    

13.7  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
lnx

x 
 .                                                               

Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                
ςτο ςημεύο  τησ   Α(e, f(e)) .    

13.8 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex2 − 5x + 4 .                                                           
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf                                                    
ςτο ςημεύο τησ  Α(1, f(1)) . 

13.9 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = ln(x2 +  1  .                                                  
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf                                     
ςτο ςημεύο τησ  Α(1 , f(1)) . 

13.10 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = x3 − 16x .                                                     
Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων                                      
τησ Cf  ςτα  ςημεύα τομόσ τησ με  τον ϊξονα x’x  

 

 

 

 

 

 

 

13.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ημ2x + xςυνx .                                                                 
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                
ςτο ςημεύο  τησ   Α(π, f(π)) 

13.12 Δύνεται η  f(x =  
3x2 − 9 ,       x < 2

x3 − 5 ,         x ≥ 2
  .                                                                

Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ                                 
τησ  Cf    :                                                                                                     
α  ςτο ςημεύο τησ  Α(−1 , f(−1))                                                                       
β  ςτο ςημεύο τησ  Β(2 , f(2)) 

13.13 Δύνεται η  f(x =  
x2 −  x + 2 ,       x ≤ −2

2x2 +  3x + 6 , x > −2
  .                                                                

Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ                                 
τησ  Cf    ςτο ςημεύο τησ  Α(−2 , f(−2)) . 

13.14 Δύνεται η  f(x =  
x3 + 4 x − 6 ,       x ≤ −1

x2 + 9x − 3 ,         x > −1
  .                                                                

Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ                                 
τησ  Cf    ςτο ςημεύο τησ  Α(−1 , f(−1)) . 

13.15 Δύνεται η  f(x =  
2 x + 1 ,           x ≥ 1

x3 − x2 + 3 ,     x < 1
  .                                                                

Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ                                 
τησ  Cf    ςτο ςημεύο τησ  Α(1 , f(1)) . 

13.16 Δύνεται  ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ για                                              
την οπούα ιςχύει  3x − 2 ≤ f(x ≤ 2x2 − 5x + 6 ,                             
∀x ∈ ℝ .Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ                                                   
τησ Cf  ςτο ςημεύο τησ  Α(2, f(2)) . 

13.17 Δύνεται  ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ για                                              
την οπούα ιςχύει  x2 + 6x ≤ f(x ≤ x + ημ5x ,                             
∀x ∈ ℝ .Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ                                                   
τησ Cf  ςτο ςημεύο τησ  Α(0, f(0)) . 

13.18 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ 
για την οπούα ιςχύει  f 3(x + f(x − 2x = 8x3 ,  

∀x ∈ ℝ. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ 
τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α(0, f(0)) . 

13.19  Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ 

για την οπούα ιςχύει  f(ex + 1 = e2x + ex − 3                            
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   
ςτο ςημεύο τησ  Α(2, f(2)) 

 

                           13. Εφαπτόμενεσ 
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13.20 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0 , +∞ → ℝ                                                 
για  την οπούα ιςχύει   f(e−x = x2 − 2x + 4 .                                                            
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                                 
ςτο ςημεύο τησ  Α(1, f(1)) .   

13.21 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0 , +∞ → ℝ                                                          
ώςτε να ιςχύει  f(x3 + f(x = 4lnx + 2 , x > 0 .                                                                           
α  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ                                                                                    
τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ Α(1, f(1))                                                      

β  Να βρεύτε το όριο  lim
x→1

  
f(x − x

x − 1
 

13.22 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (2 , +∞ → ℝ ώςτε                                           

να ιςχύει  ef(x + (x − 2 f(x = x2 − 8. Να βρεύτε                                           
την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf  ςτο Α(3, f(3))                      

13.23 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ                                                               
με  f ′(2 > 0.𝛢𝜈 𝜄𝜍𝜒ύ𝜀𝜄  f f(x  = x2 − 3x + 4 ,                                                                                                                                    

να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                             
ςτο ςημεύο τησ Α(2, f(2)) 

13.24 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 + x + 1 .                                                                                                                                                       
α  Να δεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                                             
β  Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf −1   ςτο                                  
ςημεύο με τετμημϋνη 3 . 

13.25 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 + 3x .                                                                                                                                                       
α  Να δεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                                             
β  Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf −1   ςτο                                                                       
ςημεύο με τετμημϋνη 4 . 

13.26 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                                                 
για την οπούα : 2f(x + 1 + 2f(1 − x = ςυν2x  ,                                         
∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε τη γωνύα που ςχηματύζει με                                                                                                      
τον ϊξονα x’x η εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο x0 = 1  

13.27 Αν η ςυνϊρτηςη f εύναι ςυνεχόσ ςτο 2                                          

και ιςχύει  lim
x→2

  
f(x  + x3  − 5

x − 2
   = 7  , να βρεύτε την                                                                 

εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf   ςτο ςημεύο                           
τησ  Α(2, f(2)) . 

13.28 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για                                                                                  

την οπούα ιςχύει  lim
x→1

  
f(x − 2x + 1

x − 1
   = 0 ,                                                                                                                              

να βρεύτε  την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ                                                       
τησ Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α(1, f(1)) . 

13.29 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για                                         

την οπούα ιςχύει  lim
x→2

  
f(x − 2x + 3

x − 2
   = 0 , να βρεύτε                                                                                         

την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf   ςτο ςημεύο                                         
τησ  Α(2, f(2)) . 

 

13.30 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για                                                                                  

την οπούα ιςχύει  lim
x→1

  
f(x −  x + 3

x − 1
   = 3 ,                                                                                                                              

να βρεύτε  την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ                                                       
τησ Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α(1, f(1)) . 

13.31 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                                                                

ώςτε να ιςχύει  lim
x→0

  
f(x − 3x − 2011

ημ3x 
   = 0,να βρεύτε:                            

α  την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf  ςτοςημεύο                                                                               
τησ  Α(0, f(0))                                                                                                                             

β  το όριο  lim
x→−1

  
f(x+1  − 2011

x2+ x 
                                                              

13.32 Δύνεται η   f(x =  xlnx . Να βρεύτε  :                                                                                                                                                              
α  την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο                                          
ςημεύο τησ Α(e, f(e)) .                                                                                           
β  το εμβαδό του τριγώνου που ςχηματύζει η                                     
εφαπτομϋνη με τουσ ϊξονεσ. 

13.33 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x 
2
x  . Να βρεύτε :                                                                                                                                                             

α  την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο                                   
ςημεύο τησ Α(1, f(1)) .                                                                                           
β  το εμβαδό του τριγώνου που ςχηματύζει                                                
η εφαπτομϋνη με τουσ ϊξονεσ. 

13.34 Δύνεται  f:ℝ → ℝ  με  f(x + ςυνx = ex + e2x                                                                                                                                                                                                                              
Να βρεύτε :                                                                                                         
α  την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                             
ςτο ςημεύο τησ Α(1, f(1)) .                                                                                           
β  το εμβαδό του τριγώνου που ςχηματύζει                                       
η εφαπτομϋνη με τουσ ϊξονεσ. 

13.35 Δύνεται παραγωγύςιμη  f  ςτο  (−1 , 1) ώςτε 

να ιςχύει  f(ημx = exςυνx  , ∀x ∈  −
π
2

 ,
π
2

   . Να 

αποδεύξετε ότι η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Α(0, f(0)) 
ςχηματύζει με τουσ ϊξονεσ ιςοςκελϋσ τρύγωνο 
(χολικό  

13.36 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                                             

με  f(4 = 1 και  lim
x→1

  
f(x  – 3x

x − 1
   = 2                                                                              

α  Να βρεύτε  την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ                                                
τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α(1, f(1)) .                                                                                           
β  Να δεύξετε ότι η ευθεύα  y = x + 1 τϋμνει                                                         
την  Cf  ςε ςημεύο x0 ∈ (1 , 4  

13.37 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex − x .                                                                      
Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει ςημεύο x0 ∈ (0 , 2                                           
τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf                                                        
ςτο Α x0  , f(x0   να διϋρχεται από το  Μ(1 , 0) 
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13.38 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex − x + 1 .                                                                      
Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει ςημεύο x0 ∈ (−2 , 0                                           
τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf                                                        

ςτο Α x0 , f(x0   να διϋρχεται από το  Μ(1 , 1) 

13.39 Δύνεται η  f(x = −x2 + 3x + e−x2
.                                                                        

Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει ςημεύο x0 ∈ (0 , 1                                                    
τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf                                                   
ςτο Α x0 , f(x0   να διϋρχεται από το Μ(0 , 2  

13.40 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη                                                                

f(x =  
x +

ημx
x

 ,       x ≠ 0

α ,                   x = 0
                                                                                       

α  Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό α                                                                                                                                
β  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0                                                   
και να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf                                                        
ςτο ςημεύο Μ(0, f(0))                                                                                                                                                                 
γ  Να αποδεύξετε ότι η ευθεύα  y = x                                                                                       
εύναι αςύμπτωτη τησ Cf  ςτο +∞ 

 

Β. Να  διϋρχεται  από  Γνωςτό  ημεύο 

13.41 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 − 6x + 11 .                                            
Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf                                                                               
που διϋρχονται από το ςημεύο  Α(1 , 6) . 

13.42 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2.                                                               
Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf                                                    
που διϋρχονται από το ςημεύο  Α(0 , −4) . 

13.43 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 − x .                                      
Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf                                                    
που διϋρχονται από το ςημεύο  Α(3 , 5) . 

13.44 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 
7 − 2x

3 − x
 .                                   

Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ  Cf                                      
που διϋρχονται από το ςημεύο Α(3 , 0  .   

13.45 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 + 1 .                                 
Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf                                                    
που διϋρχονται από το ςημεύο  Α(0 , 2) . 

13.46 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 − x .                                 
Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf                                                    
που διϋρχονται από το ςημεύο  Α(−2 , 2) . 

 

 

 

13.47 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 
lnx

 x
 .                                               

Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                         
που διϋρχεται από την αρχό των αξόνων  

13.48 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 − lnx                                                                   
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                         
που διϋρχεται από την αρχό των αξόνων 

 

Γ. Εφαπτομϋνη με Γνωςτό Κλύςη 

13.49 Δύνεται η  f(x = x2 − x .                                                                                
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ                                       
τησ  Cf   η οπούα εύναι:                                                                                                                                                                                                                         
α  παρϊλληλη ςτην ευθεύα  δ: 3x + y + 5 = 0                                                                                                                                                                                                       
β  κϊθετεσ ςτη διχοτόμο του 1ου τεταρτημορύου                                    
γ  παρϊλληλη ςτον ϊξονα  x’x                                                                               
δ  ςχηματύζει με τον ϊξονα x’x  γωνύα 135° 

13.50 Δύνεται η  f(x = x3 −  2x2 + x + 2 .                                         
Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων                                       
τησ  Cf   οι οπούεσ εύναι:                                                                                                                                                                                                                         
α  παρϊλληλεσ ςτην ευθεύα  δ: 5x − y + 2 = 0                                                                                                                                                                                                       
β) κϊθετεσ ςτην ευθεύα  ζ: x + y = 0  

13.51 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 3xlnx − 2e2 .                                                      
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ  τησ  Cf                                                                         
η οπούα εύναι παρϊλληλη προσ την                                                               
ευθεύα  δ: y = 9x + 2018 

13.52 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x + 1 .                                                      
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ  τησ  Cf                                                                         
η οπούα εύναι παρϊλληλη προσ την                                                               
ευθεύα  δ: x − 4y + 12 = 0 

13.53 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 2ex + x2 .                                                
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ  τησ  Cf                                               
η οπούα εύναι παρϊλληλη προσ την                                                                
ευθεύα  δ: 2x − y + 1 = 0 

13.54 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 2x + 
1 + lnx

x
                                      

Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων                                       
τησ  Cf   οι οπούεσ εύναι παρϊλληλεσ ςτην                                                                    
ευθεύα  δ: y = 2x 

13.55 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x ∙ lnx .                                                  
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ  τησ  Cf                                        
η οπούα εύναι παρϊλληλη προσ την διχοτόμο                                                 
τησ  πρώτησ γωνύασ των αξόνων .   
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13.56 Δύνονται οι  f(x =
1 + x2

x − 1
 ,  g(x = x2 +

5
2

x                                   

Να εξετϊςετε αν οι εφαπτόμενεσ ςτισ γραφικϋσ             
παραςτϊςεισ των  f , g  ςτα ςημεύα με                                                                       
τετμημϋνη  −1  εύναι παρϊλληλεσ . 

13.57 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 − 7x + 3 .                                    
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ  τησ  Cf                                                     
η οπούα εύναι κϊθετη προσ την                                                          
ευθεύα  δ: x − 5y + 5 = 0                                   

13.58 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 4x − x ∙ lnx .                                    
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ  τησ  Cf                                                     
η οπούα εύναι κϊθετη προσ την                                                          
ευθεύα  δ: x + 3y + 5 = 0                                   

13.59 Δύνεται η  f(x = x3 −  3x2 − 10x + 5 .                                                          
Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf                                                       
που ςχηματύζουν με τον ϊξονα x’x  γωνύα 135°. 

13.60 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x2 −  lnx .                                     
Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf                                                                                      
που ςχηματύζουν  με τον ϊξονα x’x  γωνύα 45°. 

13.61 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex .                                                                   
Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf                                                                                      
που ςχηματύζουν  με τον ϊξονα x’x  γωνύα 45° 

13.62 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 − 2x + 3 .                                                 
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ οριζόντιασ                                                     
εφαπτόμενησ τησ Cf                                         

13.63 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 − 12x + 2 .                                                 
Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf                                        
που  εύναι παρϊλληλεσ με τον ϊξονα x’x . 

13.64 Δύνεται η  f(x = ex−1 −
3
2

x2 + 2x + 1 .                                                                      

Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει ςημεύο x0 ∈ (0 , 1                                           
τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ  Cf                                                        
ςτο Α x0 , f(x0   να εύναι κϊθετη ςτην ευθεύα                                                                

x + y − 1 = 0 

13.65 Δύνεται η ςυνεχόσ  f(x =   
x + 1

x 
  ,   x > 1

x2 + 1   , x ≤ 1   
                          

Να βρεύτε τα ςημεύα τησ  Cf   ςτα οπούα η                                                                      
εφαπτόμενη εύναι παρϊλληλη προσ την ευθεύα                                                                                     

y = −
1
4

x + 2018  και να γρϊψετε τισ εξιςώςεισ των 

εφαπτόμενων ςτα ςημεύα αυτϊ.  ( ΘΕΜΑ 2018Ε   

 

 

Δ. Εύρεςη  Παραμϋτρων  ςτισ                            
Εφαπτομϋνεσ 

13.66 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 + αx + 6 .                                               
Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Μ(4 , f(4)) εύναι κϊθετη                                                           
ςτην ευθεύα  δ: 2x + 6y − 2020 = 0. Να βρεύτε                                                                                                                                                                                                              
α) την τιμό του α                                                                                                                                                                                                                  
β) τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf  που                                     
διϋρχονται από το ςημεύο Α(3 , −1) 

13.67 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 + βx + γ .                               
Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Μ(−1 , 6) εύναι                                             
παρϊλληλη ςτην ευθεύα  ζ: 5x + y − 2020 = 0.                                                                                      
Να βρεύτε                                                                                                                                                                       
α) την τιμό των β , γ                                                                                                                                                                                                             
β) τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf                                        
που διϋρχονται από το ςημεύο Α(4 , 5  

13.68 Δύνεται η  f(x = αx3 + βx2 + 9x − 12 .                                          
Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Κ(2 ,−10) εύναι                                                      
παρϊλληλη ςτην ευθεύα ζ: y = −3x + 5. Να βρεύτε:                                                                                                                                                                                   
α) την τιμό των α , β                                                                                                                                                                                                                                     
β) τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf  που                      
εύναι παρϊλληλεσ ςτην ευθεύα  δ: 48x − 2y + 6 = 0. 

13.69 Δύνεται η  f(x = αx3 + βx2 + 9x − 2 .                                  
Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Κ(2 ,−10) εύναι κϊθετη                                             
ςτην ευθεύα  δ ∶  x − 3y + 1 = 0 .                                                                 
Να βρεύτε την τιμό των α , β 

13.70 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 + αx + β .                                
Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Α(2 , 5)                                                
ϋχει εξύςωςη  ζ: y = 7x − 9.                                                                                     
Να βρεύτε την τιμό των α , β 

13.71 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 + αx + β .                                
Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Α(1 , f(1))                                                
ϋχει εξύςωςη  ζ: y = 2x + 6.                                                                                     
Να βρεύτε την τιμό των α , β 

13.72 Δύνεται η f(x = x3 + αx2 + βx + 3 . Η 
εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Α(2 , f(2))                                                
ϋχει εξύςωςη  ζ: y = −3x − 1. Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                      
α) την τιμό των α , β                                                                                                                                                                                                                   
β) τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf  που εύναι 
παρϊλληλεσ ςτην ευθεύα δ: 12x − 2y + 2020 = 0. 
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 Tangent line to a curve 

Εφαπτομϋνη ευθεύα ςε 
μια καμπύλη 

 

13.73 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 + αx + β .                                    
Η εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο Α(−3 , f(−3)) ϋχει                                            
εξύςωςη την  ζ: y = −4x − 8. Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                     
α) την τιμό των α , β                                                                                                                                                                                                          
β)τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf  που                                        
διϋρχονται από το ςημεύο  Α(−1,−1) 

13.74 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ τησ οπούασ                                        
η  γραφικό παρϊςταςη ςτο Α(4 , f(4   ϋχει                                                       
εφαπτομϋνη  την ευθεύα   y = x −  1.                                                                         

Να βρεύτε το όριο  lim
x→4

  
f2(x   −  9

 x  − 2
                        . 

13.75 Δύνεται η  f(x = x3 − x2 + αx + β .                                                                               
Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Α(−1 , 6)                                                                                            

ςχηματύζει γωνύα  
 π  

4
  με τον ϊξονα x’x ,                                               

να βρεύτε τα α , β .  

13.76 Δύνεται η  f(x = αx3 − βx2 + 1 .                                                                               
Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Α(−1 , 2)                                                                                            

ςχηματύζει γωνύα  
 3π  

4
  με τον ϊξονα x’x ,                                               

να βρεύτε τα α , β .  

13.77 Δύνεται η  f(x = x2 + 2κx + 3κ + 4 .                                               
Να βρεύτε το  κ ∈ ℝ ώςτε η  Cf   να εφϊπτεται                               
ςτον ϊξονα  x’x  

13.78 Δύνεται η  f(x = 
3x2+(α−1 x + β  − 2 

x2+ x + 2
                                             

Να βρεύτε τα α , β  αν η Cf  διϋρχεται από την αρχό                          
των αξόνων και η εφαπτόμενη τησ ςτο Α(1 , f(1))                                       
εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα  x’x 

13.79 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                  
 f(x = (x − 1 ∙ ln(x2 − 2x + 2 + αx + β .                                                              
Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο  Α(1 , 1)                                                
ϋχει εξύςωςη  ε: y = −x + 2.                                                                                     
Να δεύξετε ότι  α = −1 , β = 2  ( ΘΕΜΑ 2019   

Ε.  Κοινϋσ  Εφαπτομϋνεσ 

13.80 Να αποδεύξετε ότι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ                                    

των ςυναρτόςεων f(x = x2 ,  g(x = 
1

2x
 + 

1

2
  ςτο                                  

κοινό τουσ ςημεύο Α(1 , 1 , εύναι κϊθετεσ (χολικό  

13.81 Να αποδεύξετε ότι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ                                                     

των ςυναρτόςεων f(x = 
1

x
 ,  g(x = x2 − x + 1                                            

ϋχουν ϋνα μόνο κοινό ςημεύο, ςτο οπούο οι                                                 
εφαπτόμενεσ εύναι κϊθετεσ  (χολικό  

13.82 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ f(x = 2x2 − 7x + 7                                      
και  g(x = x2 − 3x + 3. Να αποδεύξετε ότι οι                                         
Cf ,  Cg   ςτο κοινό τουσ ςημεύο ϋχουν κοινό                                            

εφαπτομϋνη , τησ οπούασ να βρεύτε την εξύςωςη. 

13.83 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x3 − 3x + 4                                        
και  g(x = 3(x2 − x). Να αποδεύξετε ότι οι  Cf  , Cg                                        

ςτο κοινό  τουσ ςημεύο ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη ,                                               
τησ οπούασ να βρεύτε την εξύςωςη. 

13.84 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ f(x =  
 4 

x
  και                                                   

g(x = 6 − 2x2 . Να αποδεύξετε ότι οι  Cf ,  Cg                                        

ςτο κοινό τουσ ςημεύο ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη,                                          
τησ οπούασ να βρεύτε την εξύςωςη   

13.85 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ f(x = −2x2 + 3x                                           

και  g(x = 
 1 

x
 . Να αποδεύξετε ότι οι  Cf ,  Cg                                           

ςτο κοινό τουσ ςημεύο ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη ,                                             
τησ οπούασ να βρεύτε την εξύςωςη. 

13.86 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = αx2 + βx + 3                             
και  g(x = x2 − αx − β. Να βρεύτε τα α , β ώςτε                              
οι Cf  , Cg    να ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη ςτο ςημεύο                                                    

τουσ  με τετμημϋνη  x0 = 1 . 

13.87 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x3 − x + α                                                   
και  g(x = βx2 − 2αx + β. Να βρεύτε τα α , β ώςτε                              
οι Cf  , Cg    να ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη ςτο ςημεύο                                                       

τουσ  με τετμημϋνη  x0 = 1 

13.88 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x ∙ lnx  και                              
g(x = αx2 + βx + 1. Να βρεύτε τα α , β ώςτε                              
οι  Cf  , Cg    να ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη ςτο                                                

ςημεύο τουσ  με τετμημϋνη  x0 = 1 . 

13.89 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x =  
 lnx  

x
   και                                               

g(x = αx2 + 2βx + 2. Να βρεύτε τα α , β  ώςτε                                                         
οι  Cf  , Cg    να ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη ςτο                                                

ςημεύο τουσ  με τετμημϋνη  x0 = 1 . 
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14.1  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 − 3x2 + 1.                                          
Να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ :                                                                
α  τησ  f  ωσ προσ  x  ςτο ςημεύο  x0 = 1                                                                                                                         
β  του ςυντελεςτό διεύθυνςησ τησ εφαπτομϋνησ                            

τησ  Cf  ςτο Μ x , f(x    ωσ προσ  x  ςτο  x0 = 2     

14.2 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 − 3x .                                          
α  Να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ :                                                                
α1  τησ  f  ωσ προσ  x  ςτο ςημεύο  x0 = 0                                                                                                                         
α2  του ςυντελεςτό διεύθυνςησ τησ εφαπτομϋνησ                            
τησ  Cf  ςτο Μ x , f(x    ωσ προσ  x  ςτο  x0 = 1                                 

β  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  x  ο ρυθμόσ                                    
μεταβολόσ τησ  f  ωσ προσ  x  εύναι θετικόσ και για                                      
ποιεσ εύναι αρνητικόσ ; 

14.3 Δύνεται η  f(x = 2x3 + αx2 + 8x − 9 .                                                           
Να βρεύτε τον αριθμό α  αν ο αριθμόσ μεταβολόσ                                           
τησ  f  ωσ προσ  x , όταν  x = 2  εύναι 12 .                                                                                                                     

14.4 Η θϋςη x(t  ενόσ υλικού ςημεύου που κινεύται                                 
πϊνω ςε ϊξονα , δύνεται από τη ςχϋςη :                                                 
x(t = 2t3 − 12t2 + 18t − 5  , t ∈ [0 , 4]                                            
ο χρόνοσ ςε s . Να βρεύτε :                                                                                             
α  την ταχύτητα και την επιτϊχυνςη του υλικού                                             
ςημεύου τη χρονικό ςτιγμό  t = 2 s                                                                
β  ποιεσ χρονικϋσ ςτιγμϋσ το ςημεύο εύναι                                                     
ςτιγμιαύα ακύνητο                                                                                                           
γ  ςε ποια χρονικϊ διαςτόματα το ςημεύο                                            
κινεύται  προσ τη θετικό κατεύθυνςη                                                                          
και ςε ποια προσ την αρνητικό                                                                                                                                                               
δ  το ολικό διϊςτημα που διϋνυςε το ςημεύο                                                 
κατϊ τα πρώτα 4 s 

14.5 Η θϋςη x(t  ενόσ υλικού ςημεύου που                                    
κινεύται πϊνω ςε ϊξονα , δύνεται από τη ςχϋςη :                                                 
x(t = −t3 + 12t2 − 36t  , t  ο χρόνοσ ςε s .                                                      
Να βρεύτε :                                                                                                                                                       
α  την ταχύτητα και την επιτϊχυνςη του                                           
υλικού ςημεύου τη χρονικό ςτιγμό  t = 1 s                                                                
β  ποιεσ χρονικϋσ ςτιγμϋσ το ςημεύο εύναι                                               
ςτιγμιαύα ακύνητο                                                                                                           
γ  ςε ποια χρονικϊ διαςτόματα το ςημεύο                                                        
κινεύται προσ τη θετικό κατεύθυνςη                                                                  
και ςε ποια προσ την αρνητικό                                                                                                                                                                
δ  το ολικό διϊςτημα που διϋνυςε το ςημεύο                                                       
κατϊ τα πρώτα 7 s 

 

 

 

 

14.6 Η θϋςη x(t  ενόσ υλικού ςημεύου που κινεύται                                 
πϊνω ςε ϊξονα , δύνεται από τη ςχϋςη :                                                 
x(t = t3 − 9t2 + 24t + 6  , t ≥ 0                                            
ο χρόνοσ ςε s . Να βρεύτε :                                                                                             
α  την ταχύτητα τη χρονικό ςτιγμό  t = 3 s               
β  τη χρονικό ςτιγμό κατϊ την οπούα η ταχύτητα 
του ςημεύου εύναι   −3 m/s                                                                                                          
γ  ποιεσ χρονικϋσ ςτιγμϋσ το ςημεύο εύναι  ακύνητο 
δ   την επιτϊχυνςη  τη χρονικό ςτιγμό  t = 2 s                                                                                                                 
ε  ςε ποια χρονικϊ διαςτόματα το ςημεύο                                            
κινεύται  προσ τη θετικό κατεύθυνςη                                                                          
και ςε ποια προσ την αρνητικό                                                                                                                                                               
ςτ  το ολικό διϊςτημα που διϋνυςε το ςημεύο                                                 
κατϊ τα πρώτα 10 s 

14.7 Δύνονται τα ςημεύα  Α(x , 4) , Β(−1 , x + 7) .                                  
Να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ τησ απόςταςησ                                                  
των ςημεύων Α και Β ωσ προσ  x , όταν  x = 5 . 

14.8 Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ                                          
ϋχει περύμετρο  14 cm και η πλευρϊ του ΑΒ ϋχει                                     
μόκοσ  x cm. Να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ του                        
εμβαδού του ΑΒΓΔ ωσ προσ  x , όταν  x = 5 . 

14.9 Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ϋχει μόκοσ 
διπλϊςιο του πλϊτουσ του. Αν το εμβαδόν του 
αυξϊνεται με ρυθμό  5 cm2/s , να βρεύτε τον ρυθμό 
μεταβολόσ του πλϊτουσ του τη χρονικό ςτιγμό που 
αυτό ιςούται με 6 cm .                                          

14.10  Η ακτύνα ενόσ κύκλου αυξϊνεται με ρυθμό           
10 μον/s. Να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ του 
κυκλικού δύςκου τη χρονικό ςτιγμό που η ακτύνα 
του εύναι ύςη με 10 μον. 

14.11 Σο εμβαδόν ενόσ κύκλου μειώνεται με                         
ρυθμό  4π cm2/s . Ση χρονικό ςτιγμό κατϊ την 
οπούα το μόκοσ του κύκλου εύναι 3 cm , να βρεύτε 
τον ρυθμό :                                                                                           
α  με τον οπούο μεταβϊλλεται η ακτύνα                              
β  τησ περιμϋτρου του κύκλου 

14.12 Δύνεται τρύγωνο ΟΑΒ που ορύζουν τα ςημεύα   
Ο(0, 0) , Α(2x , 0) , B(0 , ex) , x > 0 . Αν το x αυξϊνει     
με  ρυθμό  2 cm/s , να βρεύτε το ρυθμό μεταβολόσ            
του εμβαδού του τριγώνου , όταν  x = 1 cm . 

                         14. Ρυθμόσ  Μεταβολόσ 
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14.13 Δύνεται τρύγωνο ΟΑΒ που ορύζουν τα ςημεύα                            
Ο(0, 0) , Α(x , 0) , B(0 , lnx) , x > 1 . Αν το x                                      
μεταβϊλλεται  με   ρυθμό  4 cm/s , να βρεύτε το                                             
ρυθμό μεταβολόσ του εμβαδού του τριγώνου ,                                            
όταν  x = e2 cm . 

14.14 Δύνεται τρύγωνο ΟΑΒ που ορύζουν τα ςημεύα                                    
Ο(0, 0) , Α(x , 0) , B(0 , lnx) , x > 1 . Αν το x                                 
μεταβϊλλεται  με ρυθμό  4 cm/s , να βρεύτε το                                      
ρυθμό μεταβολόσ του εμβαδού του τριγώνου ,                                          
όταν  x = 5 cm .  (χολικό   

14.15 Δύνεται τρύγωνο ΟΑΒ που ορύζουν τα ςημεύα                               
Ο(0, 0) , Α(x , 0) , B(0 , xex) , x > 0 . Αν το x αυξϊνει                        
με ρυθμό  1 cm/s , να βρεύτε το ρυθμό μεταβολόσ                                  
του εμβαδού του τριγώνου , όταν  x = ln2 cm . 

14.16 Η πλευρϊ ενόσ ιςοπλεύρου τριγώνου                           
μεταβϊλλεται με ρυθμό 5 cm/s . Ση χρονικό ςτιγμό                               
κατϊ την οπούα η πλευρϊ του εύναι 20 cm ,                                       
να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ τησ περιμϋτρου                                   
και του εμβαδού. 

14.17 Θεωρούμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ, το οπούο                                         
η βϊςη  ΒΓ = 8 cm, ενώ οι ύςεσ πλευρϋσ του                                               
αυξϊνονται με ρυθμό 3 cm/s. Να βρεύτε τον ρυθμό               
μεταβολόσ του εμβαδού του τριγώνου, τη ςτιγμό                                               
που οι ύςεσ πλευρϋσ του εύναι ύςεσ με 5 cm. 

14.18 Σο ύψοσ ενόσ ιςοςκελούσ τριγώνου ΑΒΓ με                                            
ςταθερό βϊςη ΒΓ=16 cm μεταβϊλλεται με                                                                                                        
ρυθμό 5 cm/s . Αν τη χρονικό ςτιγμό  t0 το ςημεύο                                                        
Α απϋχει από την πλευρϊ ΒΓ  απόςταςη 6 cm ,                                                                       
να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ:                                                                                                                                                                                                          
α) των ύςων πλευρών                                                                                                                                         
β) του εμβαδού του τριγώνου ΑΒΓ 

14.19 Η πλευρϊ ενόσ τετραγώνου α(t  ςε cm τη                                                            
χρονικό ςτιγμό  t > 0 (ςε s ) ενόσ τετραγώνου                                                         
δύνεται από την ςχϋςη  α(t = t2 + 2t + 3 .                                                                                                                                                                           
Να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ του εμβαδού του                                               
τετραγώνου , τη χρονικό ςτιγμό που η πλευρϊ                                                               
του εύναι 11 cm. 

14.20 Σο εμβαδό ενόσ τετραγώνου αυξϊνεται με                                 
ρυθμό  24 cm2/s  τη χρονικό ςτιγμό που η πλευρϊ                       
του εύναι  4 cm . ε αυτό τη χρονικό ςτιγμό ,                                            
να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ τησ διαγωνύου                                            
του τετραγώνου  

 

 

 

14.21 Σο μόκοσ ενόσ ορθογωνύου αυξϊνεται με                                     
ρυθμό  10 cm/min και το πλϊτοσ του ελαττώνεται                                            
με ρυθμό 6 cm/min .                                                                                                     
Να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ:                                                                                                                                                                          
α  του εμβαδού του ορθογωνύου τη χρονικό                                           
ςτιγμό  t0  που το μόκοσ του εύναι  4 cm και                                                                                   
το πλϊτοσ του εύναι  2 cm                                                                                                                                                            
β  τησ διαγωνύου του ορθογωνύου τη ςτιγμό που                                                                  
το ορθογώνιο γύνεται τετρϊγωνο εμβαδού 9 cm2     

14.22 Σο μόκοσ ενόσ ορθογωνύου μειώνεται                                                          
με ρυθμό  1 cm/s και το πλϊτοσ του αυξϊνεται με                                   
ρυθμό 2 cm/s . Κϊποια χρονικό ςτιγμό t0 το μόκοσ                                  
του εύναι  8 cm και το πλϊτοσ του 6 cm.                                                                                            
Ση χρονικό ςτιγμό  t0 , να βρεύτε τον                                                                              
ρυθμό μεταβολόσ :                                                                                                                   
α  τησ περιμϋτρου του ορθογωνύου                                                                                                                                                          
β  του εμβαδού του ορθογωνύου                                                                                                                                                                
γ  τησ διαγωνύου του ορθογωνύου 

14.23 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ                                        
καμπύλησ   y = 2x2 + 1 ϋτςι ώςτε η τετμημϋνη                                                   
του να αυξϊνεται με ρυθμό 2 cm/s . Να βρεύτε τον                                
ρυθμό μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ του ςημεύου Μ                                                                                       
τη χρονικό ςτιγμό  t0 που η τετμημϋνη του                                                 
ιςούται με  −1 

14.24 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ                                                    
καμπύλησ   y = x ∙ ex  ϋτςι ώςτε η τετμημϋνη του                                              
να αυξϊνεται με ρυθμό 3 cm/s . Να βρεύτε τον                                            
ρυθμό μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ του ςημεύου Μ                                                                                           
τη χρονικό ςτιγμό  t0 που η τετμημϋνη του                                                   
ιςούται με  1 

14.25 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ                                   
καμπύλησ   y = ln(x2 + 1   ϋτςι ώςτε η τετμημϋνη                                         
του να αυξϊνεται με ρυθμό 2 cm/s . Να βρεύτε τον                                
ρυθμό μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ του ςημεύου Μ                                                                              
τη χρονικό ςτιγμό  t0 που η τετμημϋνη του                                                       
ιςούται με  1 

14.26 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ                                        
καμπύλησ   y = ex  ϋτςι ώςτε η τετμημϋνη του να                              
αυξϊνεται με ρυθμό 1 cm/s . Να βρεύτε τον ρυθμό                   
μεταβολόσ τησ απόςταςησ του ςημεύου Μ από την                   
αρχό των αξόνων τη χρονικό ςτιγμό  t0 που                                          
η τετμημϋνη του ιςούται με  0 
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14.27 Ένα κινητό  κινεύται ςε κυκλικό τροχιϊ  με                                
εξύςωςη  x2 + y2 = 1. Καθώσ περνϊει από το                                               

ςημεύο Α  
 1
2

 ,
  3 

2
   , η τεταγμϋνη y ελαττώνεται                                 

με ρυθμό 3 μον/s . Να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ                                        
τησ τετμημϋνησ  x  τη χρονικό ςτιγμό που το                                                   
κινητό περνϊει από το Α (χολικό  

14.28 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ                                                 

καμπύλησ  y =  
 1 

x
 , x > 0. Ση χρονικό ςτιγμό t0                                                 

που το ςημεύο Μ περνϊει από το ςημεύο (1 , 1                                                                
η τετμημϋνη του αυξϊνεται με ρυθμό 2 cm/s .                                                  
Να βρεθεύ ο ρυθμόσ μεταβολόσ :                                                                                                                                               
α  τησ τεταγμϋνησ του Μ τη χρονικό ςτιγμό t0                                       
β  τησ απόςταςησ του Μ από την αρχό των                                                          
αξόνων τη χρονικό ςτιγμό t0  

14.29 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ                                          

καμπύλησ  y =  
 2 

x
 , x > 0. Ση χρονικό ςτιγμό t0                                             

που το ςημεύο Μ περνϊει από το ςημεύο (2 , 1                               
η τετμημϋνη του αυξϊνεται με ρυθμό 4 cm/s .                                                  
Να βρεθεύ ο ρυθμόσ μεταβολόσ :                                                                                                                                               
α  τησ τεταγμϋνησ του Μ τη χρονικό ςτιγμό t0                                                                                                  
β  τησ απόςταςησ του Μ από την αρχό των                                           
αξόνων τη χρονικό ςτιγμό t0  

14.30 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ                                          

καμπύλησ  y =  x  και η τετμημϋνη του αυξϊνεται                                            
με ρυθμό 4 m/s. Ση χρονικό ςτιγμό t0 κατϊ την                                
οπούα η τετμημϋνη του Μ εύναι 3 m                                          που                                                  
Να βρεθεύ ο ρυθμόσ μεταβολόσ :                                                                                                                                               
α  τησ τεταγμϋνησ του Μ                                                                                                  
β  τησ απόςταςησ του Μ από το ςημεύο Κ(2 , 0  

14.31 Ένα κινητό Κ  κινεύται πϊνω ςτην καμπύλη                                        

με εξύςωςη  y =  
 x3  +  2 

6
                                                                            

α) Ση χρονικό ςτιγμό που το κινητό βρύςκεται                                                                                    
ςτο ςημεύο Α(−2 ,−1) , η τετμημϋνη του αυξϊνεται                                                           
με ρυθμό 2 μον/s . Να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ                                                 
τησ τεταγμϋνησ του κινητού τη χρονικό ςτιγμό                                                    
που διϋρχεται από το ςημεύο Α .                                                                                                                                                                                             
β) Τποθϋτουμε ότι ο ρυθμόσ μεταβολόσ τησ                                      
τετμημϋνησ του κινητού εύναι πϊντα θετικόσ .                                           
Να βρεύτε ςε ποια ςημεύα τησ καμπύλησ ο ρυθμόσ                                  
μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ εύναι οκταπλϊςιοσ                                                   
του ρυθμού μεταβολόσ τησ τετμημϋνησ . 

 

 

14.32 Ένα κινητό Κ  ξεκινϊ από την αρχό των                                                                      
αξόνων Ο και κινεύται κατϊ μόκοσ τησ παραβολόσ                                
y = x2 + 2x  ϋτςι , ώςτε η τετμημϋνη του x                                                                                       
να αυξϊνεται με ρυθμό 2 μον/s . Η προβολό του                                                      
ςημεύου K πϊνω ςτον ϊξονα  x’x  εύναι το ςημεύο Α                                                                                                                                                                                                                                          
α) Να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ του εμβαδού                                                    
του τριγώνου ΟΑΚ , όταν το ςημεύο Κ ϋχει                                            

τετμημϋνη ύςη με   
1

2
 .                                                                                                                                                                                   

β) ε ποιο ςημεύο τησ καμπύλησ ο ρυθμόσ                                                  
μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ  y του Κ εύναι ύςοσ με                                               
τον ρυθμό μεταβολόσ τησ τετμημϋνησ του  x ; 

14.33 Ένα κινητό ξεκινϊ από την αρχό των αξόνων                                                                  
και κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ καμπύλησ                                                                      

y =  x − 1, x ≥ 1 .                                                                                             
Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο M τησ καμπύλησ                                      
ο ρυθμόσ μεταβολόσ τησ τετμημϋνησ  x(t  του Μ                                           
εύναι τριπλϊςιοσ του ρυθμού μεταβολόσ τησ                               
τεταγμϋνησ  y(t  , αν υποτεθεύ ότι  y ′(t > 0 , t ≥ 0 

14.34 Ένα κινητό ξεκινϊ από την αρχό των αξόνων                                           
και κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ καμπύλησ                                                                      

y =
1
4

x2, x ≥ 0 . Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο τησ                                     

καμπύλησ ο ρυθμόσ μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ                                                
y(t  του Μ εύναι ύςοσ με το ρυθμό μεταβολόσ τησ                                 
τετμημϋνησ  x(t),αν  υποτεθεύ ότι  x ′(t > 0,∀t ≥ 0                          
(χολικό  

14.35 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ                                            

καμπύλησ  y =  x3 + 17 , x ≥ 0 . Όταν το ςημεύο                         
βρύςκεται ςτην θϋςη (2 , 5  , η τεταγμϋνη του                                    
αυξϊνεται με ρυθμό 2 cm/s . Να βρεύτε τον                                     
ρυθμό  μεταβολόσ τησ τετμημϋνησ του τη ςτιγμό                           
που το ςημεύο βρύςκεται ςτην θϋςη (2 , 5  

14.36 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ                                           

τησ καμπύλησ  y = ex−1 + x   ώςτε η                                                     
τετμημϋνη του να αυξϊνεται με ρυθμό  3 m/min .                                          
Αν τη χρονικό ςτιγμό  t0 η τεταγμϋνη του εύναι                                     
ύςη με 2 , τότε  να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ                                        
τησ τεταγμϋνησ  του τη ςτιγμό t0 

14.37 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ                                  

καμπύλησ  y = ex−1 + lnx , y ≥ 0   ώςτε η                                         
τετμημϋνη του να αυξϊνεται με ρυθμό  2 m/min .                                    
Αν τη  χρονικό ςτιγμό  t0 η τεταγμϋνη του εύναι                               
ύςη με 1 , τότε να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ                                     
τησ τεταγμϋνησ του τη ςτιγμό t0 
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 Rate of  change 

Ρυθμόσ μεταβολόσ                              
ςτα Αγγλικϊ 

 

14.38 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex και Α ςημεύο                                                                  
τησ Cf   ςτο οπούο η εφαπτόμενη διϋρχεται από                                       
την  αρχό των αξόνων .                                                                                                              
α  Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ                                                             
β  Αν ϋνα κινητό Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ  Cf                                                          
και καθώσ περνϊει από το Α η τετμημϋνη του                             
ελαττώνεται με ρυθμό  3 μον/s , να βρεύτε τον                                   
ρυθμό μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ του τη                                               
χρονικό ςτιγμό που το Μ περνϊει από το Α . 

14.39 Μια ςκϊλα μόκουσ 3 m  εύναι τοποθετημϋνη                                               
ςε ϋναν τούχο. Σο κϊτω 
μϋροσ τησ ςκϊλασ 
γλιςτρϊει ςτο δϊπεδο 
με ρυθμό  0,1 m/s.                                      
Ση χρονικό ςτιγμό  t0 
που η κορυφό τησ 
ςκϊλασ απϋχει από το 
δϊπεδο 2,5 m , να 
βρεύτε :                                                                                               
α  το ρυθμό μεταβολόσ 
τησ γωνύασ θ                                                                                             
β  την ταχύτητα με την οπούα πϋφτει η κορυφό Α                                    
τησ ςκϊλασ.  (χολικό  

14.40 Ένα ςημεύο  Μ ξεκινϊ τη χρονικό ςτιγμό                                                  
t = 0 από ϋνα ςημεύο Α x0 , f(x0   με  x0 < 0                                          

και  κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ καμπύλησ                                                                                                           
y = f(x , x ≥ x0  , με x = x(t , y = y(t , t ≥ 0                                 
και f  κυρτό ςυνϊρτηςη                                                                        
Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο τησ καμπύλησ ο ρυθμόσ                                    
μεταβολόσ τησ τετμημϋνησ  x(t  του ςημεύου Μ                                  
εύναι διπλϊςιοσ από τον  ρυθμό μεταβολόσ τησ                       
τεταγμϋνησ  y(t), αν υποτεθεύ ότι                                                              
x′(t > 0 ,∀t ≥ 0 .                ( ΘΕΜΑ 2014   

14.41 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ                                 
καμπύλησ  y = x3  , x ≥ 0 , με x = x(t , y = y(t  .                                                                  
Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο τησ καμπύλησ ο ρυθμόσ                               
μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ  y(t  του Μ εύναι ύςοσ                                                                              
με το ρυθμό μεταβολόσ τησ τετμημϋνησ  x(t) ,                                                        
αν  υποτεθεύ ότι  x ′(t > 0 , ∀t ≥ 0 .                                                            
( ΘΕΜΑ 2016 Ε   

 

 

 

 

 

14.42 Δύνεται η  f(x =  
x2 + 1 ,          x ≥ 1    

ex−1 + x ,     x < 1   
                                        

Ένα ςημεύο Μ(x , y) κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ                                 
καμπύλησ  y = f(x , x ≥ 1. Tη χρονικό ςτιγμό  t0                                    
κατϊ την οπούα το ςημεύο Μ διϋρχεται από το                                        
ςημεύο Α(3 , 10 , ο ρυθμόσ μεταβολόσ τησ                                    
τετμημϋνησ του ςημεύου Μ εύναι 2 μον/s.                                   
Να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ του εμβαδού του                                          
τριγώνου ΜΟΚ τη χρονικό ςτιγμό t0 , με Κ(x , 0)                                
( ΘΕΜΑ 2019 )                     
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Ο Michel Rolle (1652-1719)                     
όταν Γϊλλοσ Μαθηματικόσ.                                  
Σο 1691 διατύπωςε το ομώνυμο 
θεώρημα.                                                                
Σο θεώρημϊ του εύναι ϋνα από τα 
ςημαντικότερα θεωρόματα του 
Διαφορικού Λογιςμού.  

 

 

 

 

 

Α. Σουλϊχιςτον  ϋνα   𝐱𝟎 ∈ (𝛂 ,𝛃  

15.1 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  4x3 = 4x + 1                                       
ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο (−1 , 0) . 

15.2 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                    
4x3 + 3x2 + 1 = 6x  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα                                                  
ςτο (0 , 1) 

15.3 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                              
4αx3 + 2βx = α + β ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα                                         
ςτο (0 , 1) .  

15.4 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                            
2017x2016 − 2016(α + 1 x2015 + α = 0                                                               
ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα  ςτο (0 , 1) . 

15.5 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                 
ex − 3ex2 + 6x − 2 = 0  ϋχει τουλϊχιςτον                                                                 
μια ρύζα ςτο (0 , 1) 

15.6 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                              
ex − 3ex2 + 4x − 1 = 0  ϋχει τουλϊχιςτον                                                           
μια ρύζα ςτο (0 , 1) 

15.7 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                        
για την οπούα ιςχύει f(1 − f(0 = e .                                                                     
Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  f ′(x − 2x = ex                                                     
ϋχει μια τουλϊχιςτον λύςη ςτο διϊςτημα (0 , 1  . 

 

 

 

 

 

 

15.8 Δύνεται  f  ςυνεχόσ ςτο [0 , 1] ,  παραγωγύςιμη   
ςτο (0 , 1). Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                
f ′(x = 2 ∙  f(1 − f(0  ∙ x   ϋχει μια τουλϊχιςτον 

λύςη ςτο διϊςτημα (0 , 1    

15.9 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  

f ∶ [1,2] →  ℝ  ώςτε να ιςχύει  f(1 = f(2 − 
 3 

2
 .                        

Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  f ′(x = 1 + 
1

x2                                  

ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο (1 , 2) 

15.10 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ 
τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη τϋμνει τον                              

ϊξονα y’y ςτο 2 και τον ϊξονα  x’x  ςτο   
π

4
 .                                                                                                                                         

Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                               

ςυν2x ∙ f ′(x +  2ςυν3x + 1 = 0 ϋχει μια  

τουλϊχιςτον  ρύζα ςτο (0 ,
π
4

 ) . 

15.11 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ              
με  f(0 = 0 . Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                         
2x ∙ f(x + (x2 − 4 ∙ f ′(x = 0 ϋχει δύο 
τουλϊχιςτον ρύζεσ .  

15.12 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  
για την οπούα ιςχύει  f(1 = 10 , f(3 = 12 .                                                             
Να δεύξετε ότι   ∃ξ ∈ (1 , 3 ∶  f ′(ξ = 2ξ − 3 . 

15.13 Δύνεται  f ςυνεχόσ ςτο [0 , 2] , παραγωγύςιμη              
ςτο (0,2   με  f(2) − f(0) = 6 .                                                                                                              
Να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (0 , 2 ∶  f ′(ξ = 3ξ2 − ξ .  

15.14 Δύνεται  f ςυνεχόσ ςτο [0 , 1] , παραγωγύςιμη           
ςτο (0,1)  με  f(1) − f(0) = 1 .                                                                                                              

Να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (0 , 1 ∶  f ′(ξ = 
3ξ3−2ξ2+ ξ

ξ
 

15.15 Δύνεται  f  ςυνεχόσ ςτο [1 , 2] ,  
παραγωγύςιμη ςτο (1,2   με  f(2) − f(1) = 3 − ln2.                                                                                    
Να δεύξετε ότι :                                                                                          
∃x0 ∈ (1 , 2 ∶  x0 ∙ f ′(x0 = 2x0

2 − 1 .   

15.16 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  
f ∶ [0,4] →  ℝ για την οπούα ιςχύει                                                                
f(1 − f(4 = 14 . Να δεύξετε ότι                                      

∃ξ ∈ (1 , 4 ∶  2 ξ  ∙ f ′(ξ = 1 − 4ξ ξ . 

1                             15. Θεώρημα  του  Rolle 
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15.17 Δύνεται παραγωγύςιμη και ϊρτια                                                  
ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ . Να δεύξετε ότι :                                                                                                       

∃ξ ∈ (−2 , 2 ∶  f ′(ξ = 2ξ ∙ eξ
2

    

15.18 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                            

για την οπούα ιςχύει  f(0 = f  
π
2
  . Να δεύξετε ότι :                                                                                       

∃x0 ∈  0 ,
π
2
 ∶  f ′(x0 = x0 ∙ ημx0 − ςυν x0    .  

15.19 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                        

για την οπούα ιςχύει  f(1 = e2 − e , f(2 =  
 e2  

2
                                                                 

Να δεύξετε ότι                                                                                                                  

∃ξ ∈ (1 , 2 ∶  ξ2 ∙ f ′(ξ + eξ ∙ ξ − eξ = 0 . 

15.20 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f                                                      
με πεδύο οριςμού το (0 , +∞  ϋτςι ώςτε να ιςχύει                                                

f(1 − f(e =  
 1 

e
  . Να δεύξετε ότι :                                                                   

∃x0 ∈ (1 , e ∶  x0
2 ∙ f ′(x0 + 1 − lnx0 = 0 .  

15.21 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                         
f ∶ [1 , 2] → ℝ . Να αποδεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (1 , 2                                                                       
τϋτοιο ώςτε   (ξ − 1 ∙ f ′(ξ + f(ξ = f(2) 

15.22 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                                     
(x2 − x ςυνx = (1 − 2x ημx  ϋχει μια τουλϊχιςτον                          
ρύζα ςτο (0 , 1   

15.23 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                         

Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  f ′(x = 
2x∙f(x)

1− x2                           

ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο ℝ 

15.24 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                

για την οπούα ιςχύει  f  
π
2
 =  

2

π
                                                                                              

Να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈  0 ,
π
2

   :  f ′(ξ =  
ςυνξ  − f(ξ)

ξ
   

15.25 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                 
τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη τϋμνει                                         
τον ϊξονα  x’x  ςτο ςημεύο με τετμημϋνη 1 .                                         
Να δεύξετε ότι η εξύςωςη                                                                                      
(x − 2) ∙ f ′(x)  +  f(x)  = 0 ϋχει τουλϊχιςτον                                                             
μια ρύζα   ςτο διϊςτημα   (1 , 2  . 

15.26 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                                       
f ∶ [0 , 2] → ℝ με  f(0) = 0 Να αποδεύξετε ότι                                                  

∃ξ ∈ (0 , 2  τϋτοιο ώςτε  f ′(ξ = 
f(ξ 

2 − ξ
 

 

 

15.27 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                                       
f ∶ [0 , 2] → ℝ με  f(0 = 0 Να δεύξετε ότι                                                  

∃ξ ∈ (0 , 2  τϋτοιο ώςτε  f ′(ξ = 
2ξ

4 − ξ2 f(ξ) 

15.28 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ [0,1] → ℝ                                                 
η οπούα εύναι παραγωγύςιμη ςτο (0 , 1) και ιςχύει  
f(0 = f(1 = 0 . Να δεύξετε ότι                                                                    

 ∃ξ ∈ (0 ,1 ∶  
f
 ′
 ξ  

ημξ
  −  

f(ξ)

ςυνξ
  = 0 

15.29 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ [0,π] → ℝ                                                 
η οπούα εύναι παραγωγύςιμη ςτο (0 , π  με                                                                                          
f(x) ≠ 0 ,∀x ∈ (0 ,π  .  Να δεύξετε ότι                                                                    

 ∃x0 ∈ (0 ,π ∶  
 f 

 ′
(x0)

f(x0)
+  ςφx0 = 0 .         

15.30 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ςτο [0 , 1], f(1 = 1 
Να δεύξετε ότι :                                                                             

∃x0 ∈ (0 , 1 : f ′(x0 = 3 −  
2 
x0

f(x0        

15.31 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  
για την οπούα ιςχύει  f(6) = 3f(2) .                                                                         
Να αποδεύξετε ότι     ∃ξ ∈ (2 , 6 ∶  ξf ′(ξ = f(ξ  . 

15.32 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  
για την οπούα ιςχύει  f(2) = 2f(1) .                                                                                        
Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  x ∙ f ′(x − f(x = 0 
ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο (1 , 2  . 

15.33 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 1] → ℝ                             
η οπούα εύναι παραγωγύςιμη ςτο (0 , 1                                        
με  2f(0) = f(1) .                                                                            

Να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (0 , 1 :  f ′(ξ =
2ξ

ξ
2

+1
∙  f(ξ  .        

15.34 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ςτο                             
[α , β] με α > 0 και   f(α = f(β = 0 . Να 
αποδεύξετε ότι     ∃ξ ∈ (α ,β ∶  ξf ′(ξ = 2f(ξ  . 

15.35 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ [−1 , 1] → ℝ  η οπούα 
εύναι ςυνεχόσ ςτο [−1 , 1]  και παραγωγύςιμη                                         
ςτο (−1 , 1) .  Να αποδεύξετε ότι                                                          

∃ ξ ∈  (−1 , 1  :  f  ′(ξ =  
1

1− ξ
−

1
1+ξ

  f(ξ  .        

15.36 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ [α ,β] → (0 , +∞   
ςυνεχόσ με  0 < 𝛼 < 𝛽 , παραγωγύςιμη ςτο (α ,β)    

και ιςχύουν  f(α) = 
1

α
   και   f(β) =  

1

β
                             

Να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (α ,β :    
f ′ (ξ  

f(ξ)
  +  

1

ξ
  = 0     
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15.37 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ [α , β] → (0 , +∞  , 
παραγωγύςιμη και ιςχύει  lnf(β − lnf(α = β − α                                      
Να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (α ,β :  f ′(ξ = f(ξ   

15.38 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                   
για την οπούα ιςχύει  f(1 = e6 ∙ f(3  .                                                                                   
Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  f ′(x + 3f(x = 0                                         
ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο (1 , 3  . 

15.39 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                    
για την οπούα ιςχύει  f(0 = e2 ∙ f(1  .                                                                   
Να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (0 , 1 ∶  f ′(ξ + 2 f(ξ = 0                                                                     

15.40 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                                
με  f(1 = f(2 = 0                                                                                                   
Να δεύξετε ότι   ∃ξ ∈ (1 , 2 ∶  f ′(ξ −  f(ξ = 0 

15.41 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                    
με  f(3 = f(4 = 0                                                                                                   
Να δεύξετε ότι   ∃ξ ∈ (3 , 4 ∶  f ′(ξ + 3ξ2  f(ξ = 0 

15.42 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ [0,π] → ℝ                                                 
η οπούα εύναι παραγωγύςιμη ςτο (0 , π                                                                    
με  f(0 = f(π  .                                                                                                               
Να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (0 ,π ∶  f ′(ξ + f(ξ ςυνξ = 0                                                                                                                                                            

15.43 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                                                           
με  f(α = f(β = 0 Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη 
 f ′(x + ςυνx ∙ f(x = 0 ϋχει τουλϊχιςτον                                                                         
μια ρύζα ςτο (α , β  

15.44 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                             

για την οπούα ιςχύει   
 f(2  

f(1 
  =  e .                                                                                                                

Να αποδεύξετε ότι :  ∃ξ ∈ (1 , 2 ∶  ξ2 ∙ f ′(ξ = f(ξ  . 

15.45 Δύνεται παραγωγύςιμη και ϊρτια ςυνϊρτηςη  
f ∶ ℝ → ℝ .                                                                                                        
Να δεύξετε ότι   ∃ξ ∈ (−2 , 2 ∶  f ′(ξ + 2ξ f(ξ = 0  

15.46 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                                
ςυνϊρτηςη  f ∶ [α ,β] → ℝ  για την οπούα ιςχύει                                                                                   
f  ′(α = f  ′(β = 0 .  Να αποδεύξετε ότι                                                                            

∃ x0  ∈  (α ,β ∶  f ′′ (x0 +  f  ′(x0  
2

= 0   . 

15.47 Δύνεται παραγωγύςιμη h ςτο [0,1] :                                                                                                            
h2(0 + h2(1 = 0 .                                                                                                                           
Να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (0 , 1 ∶ h′(ξ = −2015 ∙ h(ξ  . 

15.48 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                                  
f ∶ [0 , 1] → ℝ με  f(0) = 0 ,  f(1) = 1.                                                                                                                  

Να δεύξετε ότι :  ∃ξ ∈ (0 , 1 ∶  3f ′(ξ =  
4

1 +  f 2(ξ  
 .                

 

15.49 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ                       
για την οπούα ιςχύει  f(1) = 2 , f(0) = 1.                                                                              
Να δεύξετε ότι :                                                                                           
∃ξ ∈ (0 , 1 ∶ 2f ′(ξ ∙ (f(ξ − 1 = 3ξ2  . 

15.50 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                                          
f ∶ [α ,β] → ℝ με  f 2(α − f 2(β = α2 − β2 .                                                                                    
Να αποδεύξετε ότι :  ∃ξ ∈ (α ,β ∶   f(ξ ∙ f ′(ξ = ξ                        

15.51 Δύνεται  f  παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                                
ςτο [0 , 1] με f(1) = ef(0) και f(x) > 0  ∀x ∈ [0 , 1].                                                                                                                                                                           

Να αποδεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (0 , 1 ∶  f ′(ξ = 
f(ξ 

2  ξ
                      

15.52 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 1] → ℝ                                                   
η οπούα εύναι παραγωγύςιμη ςτο (0 , 1                                                                                              

με   
1

f(0 
−  

1

f(1 
 = 1 .  Αν  f(x ≠ 0, ∀x ∈ [0 , 1]                                                                                                                                        

να αποδεύξετε ότι :                                                                                                       
∃x0 ∈ (0 , 1 ∶  f ′(x0 = 2x0 ∙ f 2(x0  . 

15.53 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                   
για την οπούα ιςχύει  f(0) = 0 και f(1) = ln2 .                                          
Να δεύξετε ότι :                                                                                                                               

∃x0 ∈ (0 , 1 ∶  f ′(x0 = 2x0 ∙ e−f x0  . 

15.54 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                              
για την οπούα ιςχύει  f(0) = 0  και  f(1) = 1 .                                          

Να δεύξετε ότι  ∃x0 ∈ (0 , 1 ∶  f ′(x0 = ex0−f x0  .           

15.55 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                         
f ∶ [−1,1] → (0, +∞) ώςτε να ιςχύει  f(−1) = f(1 .                                      
Να αποδεύξετε ότι                                                                                                    
∃ξ ∈ (−1 , 1 ∶   f ′(ξ ∙ ςυνf(ξ = 2ξ3  . 

15.56 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                                    
f ∶ [−1 , 1] → (0, +∞) για την οπούα ιςχύει                                                          
f(−1) = f(1 .  Να αποδεύξετε ότι                                                             

∃ξ ∈ (−1 , 1 ∶  f ′(ξ  ef
2
 ξ =  

ξ

f(ξ 
                

15.57  Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  η οπούα εύναι 
ςυνεχόσ ςτο [2 , 3] , παραγωγύςιμη ςτο (2 , 3                         
και ιςχύει  f(3) = 2f(2) . Να δεύξετε ότι υπϊρχει  
ξ ∈ (2 , 3  τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf                             
ςτο ςημεύο Μ(ξ , f(ξ    , να διϋρχεται από το                                
ςημεύο Α(1 , 0  . 
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15.58 Έςτω  f παραγωγύςιμη ςτο [2 , 3] , και ιςχύει                                 
2f(3) = 3f(2) . Να δεύξετε ότι υπϊρχει ϋνα                                              
τουλϊχιςτον ςημεύο τησ Cf , ώςτε η εφαπτομϋνη                                                   
να περνϊ από την αρχό των αξόνων.                           

15.59 Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  η οπούα εύναι                                                
ςυνεχόσ ςτο [0 , 1] , παραγωγύςιμη ςτο (0 , 1)                        
και ιςχύει  f(0) = f(1) . Να δεύξετε ότι υπϊρχει                                                                  
ξ ∈ (0 , 1  τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf                             
ςτο ςημεύο Μ(ξ , f(ξ    , να διϋρχεται από το                                
ςημεύο Α(ξ + 1 , 2f(ξ)) . 

15.60  Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  η οπούα εύναι                                               
ςυνεχόσ ςτο [1 , 3] , παραγωγύςιμη ςτο (1 , 3)                                
και ιςχύει  3f(1) = f(3) . Να δεύξετε ότι υπϊρχει                                                       
ξ ∈ (1 , 3  τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο                                          
ςημεύο Μ(ξ , f(ξ    , να διϋρχεται από την αρχό                                 
των αξόνων 

15.61 Δύνεται παραγωγύςιμη   g: [1 , 2] → ℝ                                                                       

με  g(x = 
f(x)

x
  όπου f παραγωγύςιμη ςτο [1 , 2]                        

με  f(2 = 4f(1) . Να δεύξετε ότι υπϊρχει  ξ ∈ (1 , 2                                              
τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο ςημεύο                                  
Μ(ξ , f(ξ   , να διϋρχεται από την αρχό των αξόνων  

15.62 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ςτο                                  
[α , β] με α > 0 και  β ∙ f(α − α ∙ f(β = 0.                                       
Να δεύξετε ότι :                                                                                                

α  ∃ x0 ∈ (α , β :  f  ′(x0 = 
f(x0 

x0
                                                                                                                                            

β  υπϊρχει  εφαπτομϋνη τησ Cf  που  διϋρχεται                                
από την αρχό των αξόνων       

15.63  Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                                   

οπούα ιςχύει  f(0 = f  
 3 
2
 = 0 .                                                                            

Να αποδεύξετε ότι  ∃ ξ ∈   0 ,
 3 
2
 ∶ f  ′(ξ = −f(ξ .                                        

( ΘΕΜΑ 2004   

15.64  Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                             
ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 2] → ℝ  για την οπούα ιςχύουν                                                                                                                           

  f ′(0 = 2f(2  , f ′(2 = 2f(2 + 12e4 .                                              
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                

α) η  g(x = 3x2 −  
 f

 ′
(x  − 2 f(x 

e2x   , 0 ≤ x ≤ 2                                             

ικανοποιεύ τισ υποθϋςεισ του θεωρόματοσ Rolle                                                                                                                
ςτο [0 , 2]                                                                                                                                                                                                                        

β)  ∃ ξ ∈  (0 , 2 ∶  f  ′′ (ξ + 4f(ξ = 6 ξ e2ξ + 4f  ′(ξ                                   
( ΘΕΜΑ 2009 Ε   

 

 

15.65  Αν  x1 ,  x2 με  x1 < x2  εύναι ρύζεσ τησ                                                                 
εξύςωςησ  f(x) = 2012 , να αποδεύξετε ότι                                                                                        
∃ x0 ∈ (x1 ,  x2 ∶  f  ′(x0 + f(x0 = 2012                                                                                     
( ΘΕΜΑ 2012   

 

Β. Σο  Πολύ  Μια  Ρύζα 

15.66 Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  x5 − 5x + α = 0                                         
ϋχει το πολύ μια  ρύζα ςτο  (−1 , 1) . 

15.67 Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  2lnx = 2 − x                                         
ϋχει το πολύ μια  ρύζα 

15.68 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                    
f ∶ (0 , +∞) → ℝ  για την οπούα ιςχύει                                                                              
 f 2(x + 4f(x − 2x = ex − 3, ∀x ∈ ℝ .                                                                 
Να αποδεύξετε ότι η  Cf   τϋμνει τον ϊξονα x’x                                                                                 
ςε ϋνα το πολύ ςημεύο . 

15.69 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                                
ςυνϊρτηςη  f ∶ [1 , 2] → ℝ για την οπούα ιςχύουν                                                                         
f(2 = 2f(1  και  f ′′ (x ≠ 0 ,∀ x ∈ (1 , 2  .                                                         
Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x = x f  ′(x   ϋχει                                    
μοναδικό ρύζα  ςτο (1 , 2 .            

                                                

Γ. Γενικϋσ-υνδυαςτικϋσ  Αςκόςεισ                                                             
ςτο  Rolle 

15.70 Δύνεται η  f(x = (1 − 2α ∙ lnx − 2αx + 2 .                                
Να βρεύτε την τιμό του α , ώςτε να ιςχύει                                                  
το θεώρημα Rolle για την f ςτο [1 , e] 

15.71  α  Δύνεται η  f(x = x2 − (α + 1 x + 3α − 5.                                
Να βρεύτε την τιμό του α , ώςτε να ιςχύει                                                  
το θεώρημα Rolle για την f ςτο [2 , 4]                            
β Για την τιμό του α που βρόκατε, να βρεύτε                  
x0 ∈ (2 , 4 ∶ f  ′(x0 = 0  

15.72 Δύνεται η ςυνϊρτηςη 

 f(x =  
x2 + 4x + 4  ,      − 1 ≤ x < 0

−7x2 + 4x + 4  ,    0 ≤ x ≤ 1
  .                                                        

Να εξετϊςετε αν  ιςχύει το  Rolle ςτο [−1 , 1]                                   

15.73 Δύνεται η ςυνϊρτηςη 

 f(x =  
αx2 − 4x + 1  ,      − 2 ≤ x < 0

x2 + (β − 2 x + 1  , 0 ≤ x ≤ 4
  .                                                        

Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ώςτε να ιςχύει το                                   
θεώρημα Rolle για την f ςτο [−2 , 4] 
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15.74 Δύνεται η   f(x =  
x2 + αx + β  ,      x < 0

3 + (γ − α x  ,    x ≥ 0
  .                                             

Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β , γ  ώςτε να ιςχύει το                              
θεώρημα Rolle για την f ςτο [−1 , 1]  

15.75 Δύνεται η  f(x =  
x2 + αx + β  ,      x ≤ 0

γx2 + 4x + 4  ,   x > 0
  .                                   

Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β , γ  ώςτε να ιςχύει το                              
θεώρημα Rolle για την f ςτο [−1 , 1] 

15.76 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ ώςτε να ιςχύει                                      
f 5(x + (fof (x = x5 + 1 ,∀x ∈ ℝ . Να δεύξετε ότι:                                                 
α  η  f εύναι 1-1                                                                                                                                
β  η εξύςωςη                                                                                                                
f (6x5 + 4(α − 1 x3 = f (α + 2β − 4βx                                              
ϋχει μια τουλϊχιςτον λύςη ςτο (0 , 1) . 

15.77 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                   
με  f  ′(x ≠ 0 , ∀x ∈ ℝ . Να δεύξετε ότι :                                                                                                              
α) η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                                                                              
β  η εξύςωςη                                                                                                                
f (4x3 + 3(α − 3 x2 − f (2(3α + β x − 3β = 0                                             
ϋχει μια τουλϊχιςτον λύςη ςτο (0 , 3  . 

15.78 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                                
f ςτο [α , β] με  f(α = f  ′(α = 0 , f(β = 0 .                                                              
Να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (α ,β ∶  f ′′ (ξ = 0 

15.79 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                
f ∶ ℝ → ℝ τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη τϋμνει                                                            
τον ϊξονα x’x ςτα ςημεύα με τετμημϋνεσ  1 , 2 , 3 .                                                           
Να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (1 , 3 ∶  f ′′ (ξ = 0  

15.80 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                                
f ςτο [−2 , 2] με  f(1 = 0  και  g(x = f(x)(x2 − 4                                          
Να αποδεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (−2 , 2 ∶  g′′ (ξ = 0 

15.81 Δύνεται 3 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  
f ∶ [2 , 6] → ℝ με  f(2 = f(6) και f  ′(2 = f  ′(6 = 0.                                       
Να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (2 , 6 ∶  f ′′′ (ξ = 0   

15.82 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                              
f ∶ ℝ → ℝ με  f(0 = 1 , f(1 = e − 1, f(2 = e2 − 8 .                                            

Να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (0 , 2 ∶  f ′′ (ξ + 6ξ = eξ     

15.83 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                         
f ∶ ℝ → ℝ με  f(1 = 1 , f(2 = 4 − ln2 ,                                                                    
f(e = e2 − 1 . Να δεύξετε ότι                                                                 

∃ξ ∈ (1 , e ∶  f ′′ (ξ − 2 = 
1

 ξ2  
 

 

 

15.84 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                              
f ∶ ℝ → ℝ . Η ευθεύα  y = 2016  τϋμνει την  Cf                                       
ςτα ςημεύα  με τετμημϋνεσ  1 , 2 , 3 .                                                        
Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                                                                              
α) Η εξύςωςη f  ′(x) = 0 ϋχει 2 τουλϊχιςτον ρύζεσ                                                           
ςτο (1 , 3                                                                                                                                            
β)  ∃ξ ∈ (1 , 3 ∶  f ′′ (ξ = f  ′(ξ  . 

15.85 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                      
f ∶ ℝ → ℝ  με  f(0 = f(1). Να αποδεύξετε ότι:                                                    
α  ∃x0 ∈ (0 , 1 ∶ f  ′(x0 = 0 .                                                                                                                                                                                                    
β) ∃ξ ∈ (0 , 1 ∶  2 ∙ f  ′(ξ + ξ ∙ f ′′(ξ = 0 . 

15.86 Δύνεται ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ με ςυνεχό                                                          
πρώτη  παρϊγωγο για την οπούα ιςχύει                                                                         
f(3) − f(0) = 9 ,  f  ′(0)>0 . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                                                           
α) ∃x0 ∈ (0 , 3 ∶ f  ′(x0 = x0

2  .                                                                                                                                                                                                    
β) ∃ξ ∈ (0 , 3 ∶  f  ′(ξ = 3ξ . 

15.87 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                               
ώςτε  f(0 = −1 , f(1 = 2 , f(2 = 0 .                                                                       
Να αποδεύξετε ότι  ∃x0 ∈ (0 , 2 ∶ f  ′(x0 = 0 

15.88 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                             
ώςτε  f(3 < 0 < f(4)  και  f(4 ∙ f(5 < 0 .                                      
Να αποδεύξετε ότι η  Cf  ϋχει μια τουλϊχιςτον                                 
εφαπτομϋνη παρϊλληλη προσ τον ϊξονα  x’x    

15.89 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                                                                                         
ώςτε  f(0 = 0 , f(5 = 5 , f(6 = 2                                                     
Να αποδεύξετε ότι                                                                                                           
α  υπϊρχει  x0 ∈ (0 , 5 ∶ f(x0 = 2                                                                                                                                        
β  ∃ξ ∈ ℝ ∶  f  ′(ξ = 0 

15.90 Έςτω f τρεισ φορϋσ παραγωγύςιμη ςτο ℝ με: 

f(x ≥
  f(α  +  f β  

2
  και η γραφικό παρϊςταςη                    

τησ  f  ′  εφϊπτεται ςτον ϊξονα x’x ςτα ςημεύα                    
α και β , με α < 𝛽 . Να δεύξετε ότι :                                                     
α  f(α = f(β                                                                                         
β  υπϊρχει  x0 ∈ (α ,β ∶  f  ′(x0 = 0                                                      
γ  υπϊρχουν δύο τουλϊχιςτον  x1 , x2 ∈ (α ,β                 
ώςτε  f  ′(x1 = f  ′(x2 = 0                                                               
δ  ∃ξ ∈ (α ,β ∶  f ′′ (ξ = 0 

15.91 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                
για την οπούα ιςχύει                                                                  

f(3 =
  f(1  +  f(2  

2
 , f(1) ≠ f(2) . Να δεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

α)  ∃ξ ∈ (1 , 2 ∶ 2f(ξ = f(1 + f(2                                                                                                                                                                                                                 
β)  ∃x0 ∈ (1 , 3 ∶ f  ′(x0 = 0 . 
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15.92 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                   
f: [1 , 2] → ℝ με  1 < f(x) < 2  ∀x ∈ [1 , 2], f  ′(x) ≠ 0                                                                    
∀x ∈ [1 , 2] . Να δεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                             
α) υπϊρχει μοναδικό  x0 ∈ (1 , 2 ∶ f(x0 = x0  .                                                                                                                                                                             
β) η εξύςωςη x f  ′(x)+f(x) = f  ′(x) + 2x − 1 ϋχει                                            
μια τουλϊχιςτον λύςη ςτο (1 , 2  .  

15.93 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ                             
με  f  ′(x ≠ 0 , ∀x ∈ ℝ .                                                                                     
α  Να δεύξετε ότι η  f  αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                         
β  Να λύςετε την εξύςωςη  f(x2 − 2x = f(x − 2   .                                                                                                                              
γ  Αν η  Cf  διϋρχεται από τα ςημεύα  Α(1 , 3                                                  
και Β(−2 , 9) , να λύςετε την εξύςωςη                                                            
f−1( f(x −  6 = 1  . 

15.94 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                            
ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ   με  f  ′′ (x ≠ 0 , ∀x ∈ ℝ .                               
Να δεύξετε ότι :                                                                                               
α  η εξύςωςη  f(x = 0  ϋχει το πολύ 2 ρύζεσ                                                  
β  η ςυνϊρτηςη  f  ′   αντιςτρϋφεται                                                                 
γ  αν επιπλϋον ιςχύει  f(1 = e2f(0), τότε                                                   
η εξύςωςη f  ′(x = 2f(x) ϋχει ακριβώσ μια                                                
ρύζα ςτο (0 , 1                                                                                             
δ  η γραφικό παρϊςταςη τησ  (f  ′ −1  τϋμνει                                         
την ευθεύα   y = x  ςε ϋνα το πολύ ςημεύο                                   

15.95 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                               
ώςτε να ιςχύει   xf(x + 1 = ex , ∀x ∈ ℝ                                           

α  Να δεύξετε ότι  f(x =  
ex − 1
∙x 

  ,   x ≠ 0

1   ,        x = 0   
                                             

β  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ                                         
τησ Cf   ςτο ςημεύο A(0 , f(0                                                                       
γ  Να βρεύτε το  lim

x→0+
 [x ∙ lnx ∙ f(x)]                                                                      

δ  Να δεύξετε ότι υπϊρχει  ξ ∈ (0 , 1                                                
ώςτε  (ξ2 − ξ ∙ f  ′(ξ = (1 − 2ξ  f(ξ                                                                              

15.96 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                            
ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ∗ με ςυνεχό δεύτερη                                  
παρϊγωγο για την οπούα ιςχύει                                                                          

lim
x→+∞

 
f(1 f ′ (1  x3+ x2+ 2018

f(4 f ′ (4  x3− 3x + 2020
 = 1. Nα δεύξετε :                                

α  η εξύςωςη  f ′  ′(x = − 
 f ′ (x  

2

f(x)
   ϋχει μια                                         

τουλϊχιςτον ρύζα ςτο (1 , 4                                                                     

β  ∃ξ ∈ (0 , 4 ∶ ξf(ξ)f ′(ξ = eξ − 1                

 

 

                                               

15.97 Δύνεται η ςυνεχόσ  f(x =  
x + 1

x 
  ,   x > 1

x2 + 1   , x ≤ 1   
   

Να εξετϊςετε αν η f ικανοποιεύ τισ υποθϋςεισ του 

θεωρόματοσ Rolle ςτο  
1
2 

, 4    ( ΘΕΜΑ 2018Ε    
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Σο ΘΜΣ ςτη ςύγχρονη μορφό 
διατυπώθηκε από τον Γϊλλο                  
Ωγκυςτϋν-Λουύ  Κωςύ(1789-1857) 
Εύναι ϋνα από τα πιο ςημαντικϊ 
θεωρόματα ςτην Μαθηματικό 
Ανϊλυςη αφού με την βοόθειϊ του 
αποδεικνύονται πολλϊ ϊλλα 
θεωρόματα. 
Σο ΘΜΣ εύναι επακόλουθο του 
θεωρόματοσ Rolle 

 

 

 

 

 

 

Α.  Να  Δεύξουμε  ότι   𝐟 ′(ξ) = 𝛂  

16.1 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                                 
για την οπούα ιςχύει  f(3) = 5f(1) .                                                                                                     
Να δεύξετε ότι :  ∃ξ ∈ (1 , 3 ∶  f  ′(ξ = 2f(1  .  

16.2 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                                 
για την οπούα ιςχύει  3f(5 + f(1 = 0 .                                                                                                     
Να δεύξετε ότι :  ∃ξ ∈ (1 , 5 ∶  f  ′(ξ = f(5  . 

16.3 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο [0,2],                                            
παραγωγύςιμη ςτο (0,2  ώςτε  f(2 = f(0 + 4                                       
Να δεύξετε ότι :  ∃ξ ∈ (0 , 2 ∶  f  ′(ξ = 2   

16.4 Δύνεται  παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                            
τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη διϋρχεται                                         
από τα ςημεύα Α(1 , 7   και  Β(2 , 1 . Να δεύξετε ότι                                                          
υπϊρχει εφαπτομϋνη τησ  Cf   κϊθετη ςτην                                             
ευθεύα   x − 6y + 1 = 0 . 

16.5 Δύνεται  παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ςτο                                                                
[4 , 10] με  f(4) = 6  και  f(10) = 0. Να αποδεύξετε                                           
ότι υπϊρχει αριθμόσ   ξ ∈ (4 , 10   ώςτε η                                         
εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο ςημεύο Α( ξ , f(ξ    να                                            
ςχηματύζει  γωνύα 135° με τον ϊξονα  x’x . 

16.6 Δύνεται  παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f  ςτο                                                          
[1 , 3] με  f(3) = 12 και  f(1) = 4 .                                                                                                
Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει ςημεύο τησ                                            
εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο οπούο η εφαπτομϋνη                              
να εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα   y = 4x − 2   

 

 

 

 

16.7 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη 
ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ . Η εφαπτομϋνη τησ  Cf  ςτο 
ςημεύο Α(1 , f(1))  ϋχει εξύςωςη   y = 3x − 5 και 
ςτο ςημεύο  Β(3 , f(3   ϋχει εξύςωςη  y = − x +  7 .                                                                                                                                              
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f(1) , f  ′(1) , f(3) , f ′(3) .                                                                                                                                                       
β) Να δεύξετε ότι  ∃ ξ ∈ (1 , 3 ∶  f  ′(ξ = 3                                                                                                                                                                                                
γ) Να δεύξετε ότι  ∃x0 ∈ (1 , 3 ∶  f ′′ (x0 = −2 

16.8 Έςτω μια ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο [α , β] , 
παραγωγύςιμη ςτο (α , β  και f(x) > 0 , ∀x ∈ [α ,β]                                                
Να αποδεύξετε ότι:                                                                                   

∃ξ ∈ (α ,β ∶  f  ′(ξ = ln  
 f(β  

f(α 
∙

f(ξ 

 β  – α  
      

16.9 Δύνεται παραγωγύςιμη   f ∶ [1 , 2] → ℝ  με  
f(x > 0 ,∀𝑥 ∈ [1 , 2] . Να αποδεύξετε ότι:    

∃ξ ∈ (1 ,2 ∶  
f(2)

f(1)
= e 

f  ′ (ξ 

f(ξ           

16.10 Δύνεται  παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f  ςτο                                 
[0 , 1] με  f(0) = 2 και  f(1) = 4 .                                                                                                
Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει  αριθμόσ  ξ ∈ (0 , 1   
ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf   ςτο ςημεύο Μ( ξ , f(ξ    
να εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα   y = 2x + 2000  .               
( ΘΕΜΑ  2000   

 

Β.  Φωριςμόσ  Διαςτόματοσ  
( ∃ 𝛏𝟏 , 𝛏𝟐 ,…𝛏𝛎 ) 

16.11 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ  για την 
οπούα ιςχύει  f(6) = f(2) + 10. Να δεύξετε ότι :                                                                                      
∃ ξ1 , ξ2 ∈ (2 , 6 ∶  f  ′(ξ1 + f  ′(ξ2 = 5  . 

16.12 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο [1 , 5], 
παραγωγύςιμη ςτο (1,5  ώςτε  5f(1) = f(5) = 2 .                                                                                                  
Να αποδεύξετε ότι :                                                                            

∃ ξ1 ,  ξ2 ∈ (1 , 5 ∶  f  ′(ξ1 + f  ′(ξ2 = 
4

 5 
     

16.13 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο [0,9], 
παραγωγύςιμη ςτο (0,9  ώςτε  f(0) = f(9)                               
Να αποδεύξετε ότι :     ∃ ξ1 ,  ξ2  , ξ3 ∈ (0 , 9 ∶
f  ′(ξ1 + f  ′(ξ2 + f  ′(ξ3 = 0 

 16. Θεώρημα  Μϋςησ  Σιμόσ 
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16.14 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 2] → ℝ , δύο φορϋσ 
παραγωγύςιμη και ιςχύει f  ′(1 = 0. Να δεύξετε ότι :                                                                                      
∃ ξ1 , ξ2 ∈ (0 , 2 ∶  f  ′′ (ξ2 − f ′  ′(ξ1 = f  ′(0 + f  ′(2    

16.15 Αν η ςυνϊρτηςη f  ικανοποιεύ τισ                                    
προώποθϋςεισ του θεωρόματοσ Rolle ςτο [α , β] ,                                                
να δεύξετε ότι ∃ ξ1 , ξ2 ∈ (α ,β : f  ′(ξ1 + f  ′(ξ2 = 0   

16.16 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο [1 , 3], 
παραγωγύςιμη ςτο (1,3  ώςτε  f(1 < f(3) .                                               
Να δεύξετε ότι :                                                                                                 
∃ ξ1 , ξ2 ∈ (1 , 3 ∶  f  ′(ξ1 + f  ′(ξ2 > 0    

16.17 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο [0 , 2], 
παραγωγύςιμη ςτο (0,2  ώςτε  f(0 > f(2) .                                                               
Να δεύξετε ότι :                                                                                                    
∃ ξ1 , ξ2 ∈ (0 , 2 ∶  f  ′(ξ1 + f  ′(ξ2 < 0    

16.18 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                               

για  την οπούα ιςχύει   f(0 =   
f(2)

5
= −

f(6)

3
 .                                                                             

Να δεύξετε ότι :                                                                                                 
∃ ξ1 , ξ2 ∈ (0 , 6 ∶  f  ′(ξ1 + f  ′(ξ2 = 0  . 

16.19 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ [0 , 3] → ℝ  με                                                       

f(0 = α , f(2 = 2α , f(3 =   
5α

2
  Να δεύξετε ότι:                                                                      

∃ ξ1 , ξ2 ∈ (0 , 3 ∶  f  ′(ξ1 + f  ′(ξ2 = α          

16.20  Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο [1 , 6], 
παραγωγύςιμη ςτο (1 , 6  ώςτε να ιςχύει                                                                             
f(1) = f(6) . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                               
∃ ξ1 , ξ2 ∈ (1 , 6 ∶  f  ′(ξ1 + 4f  ′(ξ2 = 0  . 

16.21 Δύνεται παραγωγύςιμη   f ∶ [1 , 5] → ℝ                                        
με  f(5 = f(1 + 1. Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                
∃ ξ1 , ξ2 ∈ (1 , 5 ∶  f  ′(ξ1 + 3f  ′(ξ2 = 1 

16.22 Δύνεται παραγωγύςιμη   f ∶ [1 , 8] → ℝ                                        
με  f(8) = 2f(1). Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                
∃ ξ1 , ξ2 ∈ (1 , 8 ∶  2f  ′(ξ1 + 5f  ′(ξ2 = f(1)  . 

16.23 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο [1 , 4],                
παραγωγύςιμη ςτο (1 , 4  ώςτε να ιςχύει                                                                 
f(1) = f(4) . Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                    
∃ ξ1 , ξ2 ∈ (1 , 4 ∶  2f  ′(ξ1 + f  ′(ξ2 = 0   

16.24 Δύνεται παραγωγύςιμη   f ∶ [1 , 4] → ℝ                                     
με  f(1) = 1 , f(4) = 2 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                 
∃ ξ1 , ξ2 ∈ (1 , 4 ∶  f  ′(ξ1 + 2f  ′(ξ2 = 1 

 

 

 

16.25 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                  
για την οπούα ιςχύει  f(22) = f(2) + 4 .                                                                                
Να αποδεύξετε ότι : ∃ ξ1 ,  ξ2  , ξ3 ∈ (2 , 22  :                                            
f  ′(ξ1 + 3f  ′(ξ2 + 6f  ′(ξ3 = 2 . 

16.26 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ   
για την οπούα ιςχύει  f(1 = 4, f(10 = 9 .                                                                                
Να αποδεύξετε ότι : ∃ ξ1 ,  ξ2  , ξ3 ∈ (1 , 10 ∶                   
  2f  ′(ξ1 + 3f  ′(ξ2 + 4f  ′(ξ3 = 5        

16.27  Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο [0 , 1] , 
παραγωγύςιμη ςτο (0,1  ώςτε  f(0) = 1 , f(1) = 0 .                                                  
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                           
α  ∃ x0  ∈ (0 , 1 ∶   f(x0 = x0                                                                                                                                                                                                  
β  ∃ ξ1 , ξ2 ∈ (0 , 1 ∶  f  ′(ξ1 ∙ f  ′(ξ2 = 1  . 

16.28 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ   
για την οπούα ιςχύει f(0) = 0 , f(1) = 1                         
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                           
α  ∃ x0  ∈ (0 , 1 ∶   f(x0 = 1 − x0                                                                                                                                                                                                   
β  ∃ ξ1 , ξ2 ∈ (0 , 1 ∶  f  ′(ξ1 ∙ f  ′(ξ2 = 1   

16.29 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο [α , β] , 
παραγωγύςιμη ςτο (α , β  με  f(α = α , f(β = β .                                             
Να δεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                                        
α  ∃ x0 ∈ (α ,β ∶  f(x0 = α + β − x0                                                                                                                                                                                    
β  ∃ ξ1 , ξ2 ∈ (α ,β ∶  f  ′(ξ1 ∙ f  ′(ξ2 = 1  

16.30 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο [α , β] , 
παραγωγύςιμη ςτο (α , β  με  f(α = 2β , f(β = 2α                                           
Να δεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                              
α   ∃ x0 ∈ (α ,β ∶  f(x0 = 2x0                                                                                                                                                                                              
β   ∃ ξ1 , ξ2 ∈ (α ,β ∶   f  ′(ξ1 ∙ f  ′(ξ2 = 4  

16.31 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ [α ,β] → ℝ   για 
την οπούα ιςχύει f(α) = e , f(β = −e . Να δεύξετε                                      

ότι ∃ ξ1 , ξ2 ∈ (α , β ∶  
1

f ′ (ξ1 
+

1

f ′ (ξ2 
=  

α  − β

 e
                    

16.32 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  
για την οπούα ιςχύει f(3) = f(1) + 4 .                               
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                           
α  η εξύςωςη f(x) = f(1) + 3  ϋχει τουλϊχιςτον                                  
μια ρύζα ςτο (1 , 3                                                                                       
β  ∃ ξ1 , ξ2 ∈ (1 , 3 ∶  f  ′(ξ1 + f  ′(ξ2 = 4                                                                                                                                   
γ  η εξύςωςη f  ′(x = 2 ϋχει τουλϊχιςτον                                         
μια ρύζα ςτο (1 , 3  
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16.33 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                                             
για την οπούα ιςχύει f(0) = 3 , f(2) = 5.                                                              
Να αποδεύξετε ότι:                                                                                                                
α  ∃ x0  ∈ (0 , 2 ∶   f(x0 = 4                                                                                                                                                                                                  

β  ∃ ξ1 ,  ξ2  , ξ ∈ (0 ,2 ∶     
1

f ′ (ξ1 
+

1

f ′ (ξ2 
= 2 

16.34 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f(x = x5 + x3 + x .                                                           
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                             
α  η f εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ                                                                                                                                      
β  ∃ x0  ∈ (−1 , 1 ∶   f(x0 = 0                                                                                                                                                                                                  

β  ∃ ξ1 ,  ξ2  ∈ (−1 , 1 ∶     
1

f ′ (ξ1 
+

1

f ′ (ξ2 
 = 

2

3
 

16.35 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                         
f ∶ [1 , 3] → ℝ  ώςτε  f(1 = −2 , f(3) = 2.                                          
Να δεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                              
α  υπϊρχει  αριθμόσ  ξ ∈ (1 , 3   ώςτε η                                        
εφαπτομϋνη τησ Cf   ςτο ςημεύο Μ( ξ , f(ξ    να                                           
εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα   y = 2x + 2018                                                                                                                                                      
β  ∃ ξ1 , ξ2 ∈ (1 , 3 ∶   f  ′(ξ1 + f  ′(ξ2 = 4     

 

Γ.  Θ.Μ.Σ.  και  ϊλλα  Θεωρόματα 

16.36 Να δεύξετε ότι η f(x =  
x2 + x ,   x < 0

x3 + x ,   x ≤ 0
                                 

ικανοποιεύ τισ υποθϋςεισ του ΘΜΣ ςτο [−1 , 2] και                                   
ςτην ςυνϋχεια να βρεύτε όλα τα ξ ∈ (−1 , 2  για τα                                     
οπούα ιςχύει το θεώρημα 

16.37 Να δεύξετε ότι η f(x =  
x3 − 4x ,   x ≤ 2
8x − 16 , x > 2

                                 

ικανοποιεύ τισ υποθϋςεισ του ΘΜΣ ςτο [0 , 4] και                                   
ςτην ςυνϋχεια να βρεύτε όλα τα ξ ∈ (0 , 4  για τα                                     
οπούα ιςχύει το θεώρημα 

16.38 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε για                                     

την ςυνϊρτηςη  f(x =  
α − x ,   x ≤ 0
β ∙ e−x , x > 0

   να ιςχύουν                                          

οι υποθϋςεισ του Θ.Μ.Σ. ςτο διϊςτημα [−1 , 1] 

16.39 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε για                                

την ςυνϊρτηςη  f(x =  
x2 + β ,                 x < 0

x3 + α ∙ (x − 1  , x ≥ 0
                                     

να ιςχύουν οι υποθϋςεισ του Θ.Μ.Σ.                                                                    
ςτο διϊςτημα [−2 , 2] 

16.40 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                                        
f ∶ ℝ → ℝ   με  f(1) = 3 , f(3) = 7 , f(5) = 11 .                                                             
Να αποδεύξετε ότι :  ∃ ξ ∈ (1 , 5 ∶  f ′′ (ξ = 0 

 

16.41 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  παραγωγύςιμη ςτο                                                         
[0 , 1] με  f(0) = 0  και  f(x) > 0  ∀x ∈ (0 , 1 .                                                       
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                        
α)  ∃ ξ ∈ (0 , 1 ∶   f(ξ = (1 − ξ ∙ f  ′(ξ   .                                                                                                                                                                                   

β)   ∃ x0  ∈ (0 , ξ ∶   f  ′(x0 <   
 f  ′ (ξ  

ξ
 

16.42 Δύνεται δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                                      
f ∶ [0 , 2] → ℝ  με  f(0 = 0 , f(1 = 2 , f(2 = 4 .                                
Να αποδεύξετε ότι :   ∃ξ ∈ (0 , 2 ∶  f ′′ (ξ = 0      

16.43 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                                          
f ∶ ℝ → ℝ ώςτε να ιςχύει  f(2) = f(0) + 4 και                                                   
f(4) = f(3) + 2 . Να αποδεύξετε ότι :                                       
   ∃ξ ∈ (0 , 4 ∶  f ′′ (ξ = 0  . 

16.44 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                      
f ∶ ℝ → ℝ ώςτε να ιςχύει f(1) + f(4) = f(2) + f(3)                                                        
Να αποδεύξετε ότι :  ∃ ξ ∈ (1 , 4 ∶  f ′′ (ξ = 0 . 

16.45 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                     
ςυνϊρτηςη  f  ςτο [2 , 6] για την οπούα ιςχύει                                          
2f(4) = f(2) + f(6). Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                            
 f ′′ (x = 0 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο (2 , 6  . 

16.46 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                     
ςυνϊρτηςη  f  ςτο [1 , 3] για την οπούα ιςχύει                                          
2f(2) = f(1) + f(3).                                                                                     
Να δεύξετε ότι  ∃ ξ ∈ (1 , 3 ∶  f ′′ (ξ = 0                        

16.47 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη  f                                     

ςτο [1 , 10] ώςτε να ιςχύει       
f(7  − f(1)

f(10  − f(7)
 = 2                                                                                                       

Να δεύξετε ότι  ∃ ξ ∈ (1 , 10 ∶  f ′′ (ξ = 0                                

16.48 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη 
ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε οι αριθμού 
f(−1 , f(0 , f(1  να εύναι διαδοχικού όροι 
αριθμητικόσ προόδου. Να αποδεύξετε ότι : 
 ∃ ξ ∈ (−1 , 1 ∶  f ′′ (ξ = 0 

16.49 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη 
ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ και η  Cf   ϋχει τρύα ςημεύα 
ςυνευθειακϊ. Να δεύξετε ότι  ∃ ξ ∈ ℝ ∶  f ′′ (ξ = 0 

16.50 Δύνεται η τρεισ φορϋσ παραγωγύςιμη                                     
ςυνϊρτηςη  f  ςτο [2 , 3] για την οπούα ιςχύει                                          
f(3 = f(2 + α  και  f ′(3 = f ′(2 + α                          
Να δεύξετε ότι  ∃ ξ ∈ (2 , 3 ∶  f ′′ (ξ = 0              
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16.51 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη και                                                      
περιττό ςυνϊρτηςη  f ∶ [−1 , 1] → ℝ  με  f(1 = 1                     
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                      
α  υπϊρχουν  ξ1 ∈ (−1 , 0  και ξ2 ∈ (0 , 1                                                                    
τϋτοια , ώςτε  f  ′(ξ1 = f  ′(ξ2 = 1                                                        
β  υπϊρχει  ∃ x0  ∈ (−1 , 1 :   f ′′(x0 + f ′(x0)  = 1            

16.52 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  παραγωγύςιμη ςτο                                 
[0 , 1] για την οπούα  ιςχύει  f 2(1 − f 2(0 > 1 .                                                                       
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                 

∃ x0 ∈ (0 , 1 ∶  f ′(x0 ∙ f(x0) > 
1

 2 
      

16.53 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                            
ώςτε   2f(α + 1 = f(α + f(α + 2  .                                                        
Να αποδεύξετε ότι η  f  ′  δεν εύναι 1-1 

16.54 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                            
ώςτε  f(α + 1 + f(α + 2 = f(α + f(α + 3  .                                 
Να αποδεύξετε ότι η  f  ′  δεν εύναι 1-1 

16.55 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                          
Αν τα  ςημεύα Α(1 , f(1   , Β(2 , f(2   , Γ(3 , f(3))                                             
εύναι  ςυνευθειακϊ , τότε να δεύξετε ότι                                                                     
η  f  ′  δεν εύναι 1-1 . 

16.56 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                                    
Αν η  f  ′  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ ,                                                                                         
να δεύξετε ότι :   f(2 + f(3 < f(1 + f(4   . 

16.57 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ .                                         
Αν η  f  ′  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ ,                                                                                         

να δεύξετε ότι :   f(1 <  
f(0  + f(2)

2
 

16.58 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ .                                                          
Αν η f  ′  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο ℝ ,                                             
να δεύξετε ότι                                                                                                
f(x + 1 + f(x + 2 > f(x + f(x + 3   ,∀x ∈ ℝ 

16.59 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                                                            
Αν η  f  ′  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ ,                                                                                         
να δεύξετε ότι :                                                                                     
 f(2x + 3 − f(2x + 7 <  f(2x + 1 − f(2x + 5  . 

16.60 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                                
Αν η  f  ′  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ ,                                                                                         
να δεύξετε ότι :                                                                                     
 f(x2 + 1 + f(x2 + 2 <  f(x2 + f(x2 + 3   . 

16.61 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ . Αν η  f  ′                                   
εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ , να δεύξετε ότι :                                                                                         
x ∙ (f(x − f(1)  <  f(x2 − f(x   ,  x > 1 

 

16.62 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f(x = x ∙ lnx  .                                                                                   
Να δεύξετε ότι :                                                                                                        
α  η ςυνϊρτηςη  f  ′  εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                                                                                        
β  ∀x > 1: (x − 1 ∙ f  ′(1 < 𝑓(x < (x − 1 ∙ f  ′(x         

16.63 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f(x = x ∙ (lnx − 1 + x2                                                    
Να δεύξετε ότι :                                                                                                        
α  η ςυνϊρτηςη  f  ′  εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                                                                                        
β  ∀x > 0:  f(x + 2 + f(x + 4 < f(x + f(x + 6   

16.64 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ με ςυνεχό                                          
παρϊγωγο ώςτε  f(3 ≠ 0 , 3f(1 = 9f(3 = f(5  .                                                            
Να αποδεύξετε ότι : ∃ ξ ∈ (1 , 5 ∶  f  ′(ξ = 0 .  

16.65 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο [0 , 3] ,                          
παραγωγύςιμη ςτο (0 , 3   με                                                                                                       
f(0 + f(2 = f(1 + f(3  .                                                                                           
α  Να δεύξετε ότι : ∃ ξ1 , ξ2 ∈ (0 , 3  :                                               
f  ′(ξ1 + f  ′(ξ2 = 0                                                                                                                                        
β  Αν  η f  ′  εύναι 1-1 και ςυνεχόσ να δεύξετε ότι                              
η  εξύςωςη f  ′(x)= 0 ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα                                                         
ςτο (0 , 3  

16.66 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με ςυνεχό                          
παρϊγωγο ώςτε να ιςχύουν  f(1) = −6 ,                               
f(3) = −2  και  f(5) = 22 . Να δεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                                                             
α  ∃ ξ1 , ξ2 ∈ (1 , 5 ∶  f  ′(ξ1 = 2 , f  ′(ξ2 = 12 .                                                                                                                                                               
β   ∃ x0 ∈ (1 , 5  ∶ f  ′(x0 = 2x0    

16.67 Δύνεται  f παραγωγύςιμη ςτο  [4 , 5]                                              
με  f(4) = −1  και  f ′(x > 6  για κϊθε  x ∈ (4 , 5          
Να δεύξετε ότι :                                                                           
α   f(5 > 5                                                                                  
β  η εξύςωςη  f(x = x  ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα                                                         
ςτο (4 , 5)                      

16.68 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο                                         
[α , β] για την οπούα ιςχύει  f ′(x ≠ 0.                                                                         
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                    
α   f(α ≠ f(β                                                                                                                                                                                                                                   
β  ∃ x0 ∈ (α ,β ∶  5f(x0 = 2f(α + 3f(β                                                                                                                                                                                

γ   ∃ ξ1 ,  ξ2  , ξ ∈ (α ,β ∶     
3

f ′ (ξ1 
+

2

f ′ (ξ2 
=

5

f ′ (ξ 
     

16.69 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο                                         
[α , β] για την οπούα ιςχύει  f ′(x ≠ 0.                                                                         
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                    
α   f(α ≠ f(β                                                                                                                                                                                                                                   

β  ∃ x0 ∈ (α ,β ∶  f(x0 =  
2f(α +f(β)

3
                                                                                                                                                                             

γ   ∃ ξ1 ,  ξ2  , ξ ∈ (α ,β ∶     
1

f ′ (ξ1 
+

2

f ′ (ξ2 
=

3

f ′ (ξ 
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16.70 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο                                         
[α , β] για την οπούα ιςχύει  f(α) = α  και  f(β) = β                                       
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                      
α  υπϊρχει τουλϊχιςτον μια εφαπτόμενη τησ  Cf                                                
η οπούα εύναι παρϊλληλη ςτην y = x + 6                                                                      

β  ∃ x0 ∈ (α ,β ∶  f(x0 =  
α  + β

2
                                                                                               

γ  ∃ ξ1 ,  ξ2 , ξ ∈ (α ,β ∶     
1

f ′ (ξ1 
+

1

f ′ (ξ2 
= 2 

16.71 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 4] → ℝ με ςυνεχό                                                             
παρϊγωγο ώςτε   f(2) = 0, f(0 f(4 > 0                                                               
Να αποδεύξετε ότι :  ∃ ξ ∈ (0 , 4 ∶  f ′(ξ = 0                              

16.72 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο [α , β] ,                                        
παραγωγύςιμη ςτο (α , β   με  f(x > 0 ,∀x ∈ [α ,β].                                  
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                          

∃ ξ1 , ξ2 , ξ0  ∈ (α ,β  : 
f ′ (ξ1 

f(ξ1 
+  

f ′ (ξ2 

f(ξ2 
= 2

f ′ (ξ0 

f(ξο  
                                             

16.73 Δύνεται η  f(x =  
x2 +  α  ,               x ≤ 1

x3 −  αx +  β  ,   x > 1
  .                                                            

Αν ιςχύει το Θ.Μ.Σ. για την f ςτο [−1 , 2] τότε :                                                                 
α  να βρεθούν οι τιμϋσ των α και β .                                                                                                                                                          
β  να αποδειχθεύ ότι υπϊρχει ςημεύο  Α( ξ , f(ξ                                     
με  ξ∈ [−1 , 2] ςτο οπούο η εφαπτομϋνη εύναι                       
παρϊλληλη ςτην ευθεύα  ε ∶  2x − y + 3 = 0 . 

16.74 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                            
με  f ′(x ≠ 0 , ∀x ∈ ℝ .                                                                                     
α) Να αποδεύξετε ότι η  f  εύναι 1-1                                                                                                                                                            
β) Αν η  Cf  διϋρχεται από τα ςημεύα  Α(1 , 5) ,                                                            
Β(−2 , 1)  να λύςετε την εξύςωςη                                                              

f−1 −4 + f(x2 − 8  = −2                                                                                                                                                                         

γ) Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα                                            
ςημεύο Μ τησ  Cf  , ςτο οπούο η εφαπτομϋνη τησ  Cf                                                       

εύναι κϊθετη ςτην ευθεύα   ε :  y = −
3
4

 x + 2   

16.75 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                                                  
με f ′(x ≥ 1 , ∀x ∈ ℝ                                                                             

α  Αν A −1, f(−1  , B(1, f(1) , να δεύξετε                                                                 

ότι (AΒ) ≥ 2 2 . Αν επιπλϋον ιςχύει f(−1 = −1                                  
και  f(1 = 1 , να δεύξετε ότι :                                                                             
β  f(0 = 0                                                                                                  
γ  f(x ≥ x , ∀x ≥ 0                                                                                              
δ  η εξύςωςη                                                                                                          
f α2+2  − α2+ 1 

x − 2
 +  

f2 α2  − α4+ 1 

x − 1
 = 0                                          

ϋχει μια τουλϊχιςτον λύςη ςτο (1 , 2  . 

 

                            

16.76 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                             
με  f ′(x ≠ 0 , ∀x ∈ ℝ .                                                                                     
α) Να αποδεύξετε ότι η  f  εύναι 1-1                                                                                                                                                            
β) Αν η  Cf  διϋρχεται από τα ςημεύα  Α(1 , 2005  ,                                                                  
Β(−2 , 1)  να λύςετε την εξύςωςη                                                       
f−1 −2004 + f(x2 − 8  = −2                                                                                                                                                                         

γ) Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα                                                     
ςημεύο Μ τησ  Cf  , ςτο οπούο η εφαπτομϋνη τησ  Cf                                                    

εύναι κϊθετη ςτην ευθεύα   ε :  y = −
1

668
 x + 2005                          

( ΘΕΜΑ 2005 Ε   

 

Δ.  Διπλϋσ  Ανιςώςεισ  και  Θ.Μ.Σ. 

16.77 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο [0 , 2] με              
f(0) = 3 και  ∀ x ∈ (0 , 2  ιςχύει − 2 ≤ f  ′(x ≤ 3 .                                          
Να δεύξετε ότι :   −1 ≤  f(2) ≤ 9   . 

16.78 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο [1 , 2] με                                         
f(1) = 3 και  ∀ x ∈ (1 , 2  ιςχύει  3 ≤ f  ′(x ≤ 5 .                                          
Να δεύξετε ότι :   6 ≤  f(2) ≤ 8    

16.79 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  ℝ                        
με  f(0) = 1 και   ιςχύει  4 ≤ f  ′(x ≤ 5 .                                          
Να δεύξετε ότι :   9 ≤  f(2) ≤ 11   

16.80 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο  [0 , 4]  με                                                                                                   
f(0) = 1 και   ιςχύει  2 ≤ f  ′(x ≤ 5 .                                                                      
Να δεύξετε ότι :   9 ≤  f(4) ≤ 21  (χολικό  

16.81 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο [1 , 5] με                                          
f(1) =  −2  και για κϊθx ∈ (1 , 5  ιςχύει                        
 f  ′(x  ≤ 2 . Να δεύξετε ότι :   −10 ≤  f(5) ≤ 6    

16.82 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  ℝ                                                                                                
με  f(1) = 1 και   f  ′(x  ≤ 2                                                                                                
Να δεύξετε ότι :   −7≤  f(5) ≤ 9    

16.83 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  ℝ                                                                                                
με  f(4) = 1 και  1 < f  ′(x < 2 . Να δεύξετε ότι :        
α   −3 < 𝑓(2) < −1                                                                              
β   ∃ x0  ∈ (2 , 4 ∶   f(x0 = 1 − x0    

16.84 Αν η ςυνϊρτηςη  f  ′  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα                                       
ςτο ℝ και f(0) = 0. Να δεύξετε ότι :                                                                 
f  ′(1) < f(1) < f  ′(0)  

16.85 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  ℝ                                                                        
με  f  ′   γνηςύωσ αύξουςα                                                                                         
Να δεύξετε ότι  f  ′(1) < f(2)− f(1) < f  ′(2) 
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16.86 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  ℝ                                                                  
με  f  ′   γνηςύωσ αύξουςα .                                                                                                      
Να δεύξετε ότι  f  ′(x) < f(x+1)− f(x) < f  ′(x+1) . 

16.87 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  ℝ                                                            
με  f  ′   γνηςύωσ αύξουςα .                                                                                                      
Να δεύξετε ότι  2f(x < 𝑓(x − 1 + f(x + 1) 

16.88 Να δεύξετε ότι :  2 −  
 e 
2

< ln2 <  
 2 

e
  

16.89 Να δεύξετε ότι  :  
 2 

5
< ln

5

 3 
<

2

 3 
  . 

16.90 Να δεύξετε ότι  :  
 1 

2 α
<

 α  −  β

 α  − β  
<

1

 2 β  
                                      

για κϊθε  0 < β < 𝛼 

16.91 Να δεύξετε ότι :                                                                                                            
1

x + 1
  < ln(x + 1 − lnx <

1
 x 

  , x > 0   .     

16.92 Να δεύξετε ότι :  
x − 1

x 
  < lnx <  x − 1, x > 1    

16.93 Να δεύξετε ότι  :                                                                                                         
 1 + x < ex < 1 + ex , x ∈ (0 , 1   . 

16.94 Να δεύξετε ότι :                                                                                                 
1

x + 1
  < 𝑙𝑛  1 +

1
 x 
  < 

1

 x 
  ,  x > 0    . 

16.95 Να δεύξετε ότι :                                                                                                 
1

x 
  < 𝑙𝑛  1 +

1
 x − 1 

  < 
1

 x − 1 
  ,  x > 1    . 

16.96 Να δεύξετε ότι :                                                                                 
eα + eα ∙ (β − α < eβ < eα + eβ ∙ (β − α                                          
με   α < 𝛽  

16.97 Να δεύξετε ότι :   1 <  
ex− 1

x
 <  ex ,   x > 0  .     

16.98 Να δεύξετε ότι :                                                                        

 
1

ςυν 2α
<

εφα  − εφβ

α  − β
<

1

ςυν 2β
                                                                                   

με 0 < α < β <
 π 
2

   

 

 

 

 

 

16.99 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  ℝ                                               

για την οπούα ιςχύουν   0 < α < β <
 π 
2

                                                                                          

f(x − e−f(x) = x − 1 , f(0 = 0 .                                                                                                                                                                         
α  Να εκφραςτεύ η  f  ′  ωσ ςυνϊρτηςη τησ f                                                                                                                                             

β  Να δεύξετε ότι    
 x 

2
  < 𝑓(x  <  x f  ′(x    , ∀ x > 0                                     

( ΘΕΜΑ  2002   

16.100 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f(x =  
x lnx  ,   x > 0
0  ,           x = 0

  .                                                                                                                                 

Να δεύξετε ότι ιςχύει                                                                                                         
f  ′(x + 1 >  𝑓(x + 1 − f(x  ,∀x > 0                                                              
( ΘΕΜΑ  2008 )   
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Α.  ταθερό  υνϊρτηςη 

17.1 Έςτω ςυνϊρτηςη f δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                         
ςτο ℝ ώςτε να ιςχύει  f ′′ (x) + f(x) = 0, ∀x ∈ ℝ .                                                                   
Αποδεύξτε  ότι η ςυνϊρτηςη                                                                                 

g(x = f 2(x +  f ′(x  
2

   εύναι ςταθερό. 

17.2 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                  
με  f  ′(x = f(x  , f(0 = 1                                                                                         

α) Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  g(x =  
f(x)

ex                                                          

εύναι ςταθερό.                                                                                                                              
β  Να βρεύτε τον τύπο τησ f .                                             

17.3 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                  

με  f  ′(x = 3f(x  , f(0 = 
1

 3 
                                                                                

α) Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  g(x = e−3xf(x)                                                           
εύναι ςταθερό.                                                                                                                              
β  Να βρεύτε τον τύπο τησ f .                                             

17.4 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ με                                                                           
f  ′(x = 2f(x  , f(0 = 1  , f(x > 0 ,  ∀x ∈ ℝ .                                    
α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη g(x = lnf(x − 2x                                            
εύναι ςταθερό.                                                                                                                           
β  Να βρεύτε τον τύπο τησ f .                                             

17.5 Αν η ςυνϊρτηςη  f εύναι παραγωγύςιμη ςτο ℝ,                         
με  f  ′(0) = 2 και ιςχύει  f(0) = 1 ,                                                                                    
f  ′(x) = 2f(x)(x + 1)  ,∀x ∈ ℝ .                                                                                                                                                                                      

α) Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  g(x =  
f(x)

ex 2+ 2x
                                                        

εύναι ςταθερό.                                                                                                                              
β  Να βρεύτε τον τύπο τησ f . 

17.6 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞) → ℝ  με                                                              
f(2) = 3   και   x ∙ f  ′(x) = 3x − 2f(x)                                                             
για κϊθε x > 0.                                                                                                                                                                                            
α) Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη                                                                                          
g(x = x2f(x − x3  εύναι ςταθερό .                                                                                                                      
β) Να βρεύτε τον τύπο τησ f . 

17.7 Δύνεταπαραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞) → ℝ                                                                             

με  f(1) = 0  και   f  ′(x) = e−f(x)                                                                                       

α) Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  g(x = ef(x) − x                                                          
εύναι ςταθερό .                                                                                                                      
β) Να βρεύτε τον τύπο τησ f 

 

 

 

 

17.8 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ [0, +∞) → ℝ με                                                                                         

f(4 = 4e−2 , 2 x f ′(x + f(x = e− x .                                      

α) Να δεύξετε ότι η   g(x = e x f(x −  x                                                 
εύναι ςταθερό ςτο [0, +∞)                                                                                     
β) Να βρεύτε τον τύπο τησ f . 

17.9 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ με                                                                           

f  ′(x  1 + x2 = f(x  , f(0 = 1,  ∀x ∈ ℝ .                                    

α  Να δεύξετε ότι η  g(x =   1 + x2 − x f(x                                             

εύναι ςταθερό.                                                                                                                           
β  Να βρεύτε τον τύπο τησ f .                                             

17.10 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞) → ℝ  με                                                              
f(1) = 1   και   x ∙ f  ′(x) = f(x) − x2  , για  x > 0                      

α  Να δεύξετε ότι η  g(x =  
f(x  + x2

x
  εύναι ςταθερό   

β   Να βρεύτε τον τύπο τησ f                                                   

17.11 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞) → ℝ  με      
(lnx + 1 f(x + f  ′(x = 0 , x > 0                                      
α  Να δεύξετε ότι η  g(x = xxf(x , x > 0  εύναι 
ςταθερό.                                                                                                                                                                                       
β  Να βρεύτε τον τύπο τησ f .                                                                                        

17.12 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ 
με  f  ′(0) = 1 και f(0) = 0  για την οπούα ιςχύει              
f ′′ (x − 4f ′(x + 4f(x = 0 , x ∈ ℝ .                                                                 

Να δεύξετε ότι   f(x =  x ∙ e2x   

17.13 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ 
με  f  ′(0) = 3 και f(0) = 1  για την οπούα ιςχύει              
f ′′ (x − 6f ′(x + 9f(x = 0 , x ∈ ℝ .                                                          

Να δεύξετε ότι   f(x = e3x 

17.14 Έςτω οι ςυναρτόςεισ  f, g ∶ ℝ → ℝ με 
f(1 = g(1 , g(x ≠ 0, f ′(x g(x = g′(x f(x),∀x ∈ ℝ  
Να δεύξετε ότι  f = g 

17.15 Αν για μια ςυνϊρτηςη  f  που εύναι οριςμϋνη  
ςτο ℝ  ιςχύει   f(x − f(y) ≤ (x − y 2 ,∀x, y ∈ ℝ ,     
να αποδεύξετε ότι η f  εύναι ςταθερό. (χολικό  

 

 

 

 17. υνϋπειεσ  Θ.Μ.Σ 
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17.16 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                                  

με  f ′(x + 2xf(x = ex−x2  
, ∀x ∈ ℝ                                                                     

α  Να δεύξετε ότι η  g(x = ex2  
f(x − ex  εύναι                                       

ςταθερό                                                                                                                        

β  Αν ιςχύει   lim
x→0

 
xg(x  − ημ x

 x
  = 1 , να βρεύτε                                                            

τον τύπο τησ f                                                                                            
γ  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                        
που εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x  

17.17 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                               

με  f(0) = 0 και  f  ′(x =  1 + f 2(x) , ∀x ∈ ℝ                                  
α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη                                                                          
g(x =  f(x + f  ′(x  e−x εύναι ςταθερό                                                       

β  Να δεύξετε ότι f(x =
ex − e−x

 2 
                                                                   

γ) Ένα ςημεύο Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ  Cf  και                                                                     
τη χρονικό ςτιγμό που  περνϊει από το Α(ln10 , κ)                         
η τετμημϋνη του ελαττώνεται με ρυθμό  20 μον/s.                                
Nα βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ                                         
του τη χρονικό ςτιγμό που το Μ περνϊει από το Α 

17.18 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                               
με  f(0) = 1 και  f  ′(x (f(x − x = f(x) , ∀x ∈ ℝ                                  
α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη                                                                          
g(x = f 2(x − 2xf(x) εύναι ςταθερό                                                       
β  Να βρεύτε τον τύπο τησ f                                                              

γ  Να υπολογύςετε το lim
x→+∞

 
f(x)

 x  + ημ x
                                                         

δ  Αν h παραγωγύςιμη ςτο ℝ  με  h ′(x = f(x) ,                                                
να δεύξετε ότι υπϊρχει  ξ ∈ ℝ                                                                                  
ώςτε  f(ξ = h(x + 1 − g(x) 

17.19 Δύνεται  f: (0, +∞) → (0, +∞) δύο φορϋσ 

παραγωγύςιμη με  e2xf
 ′′

(x)(e3f(x) f
 ′
(x) = 1 .                                             

Επύςησ η εφαπτόμενη τησ Cf  ςτο M 16 , f(16                             

εύναι η ευθεύα  ε ∶   e ∙ x + 64y − 80 e = 0                                       
α  Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f(16)  και  f  ′(16                                                

β  Να δεύξετε ότι η  g(x =  x ∙ lnf(x   εύναι                                       
ςταθερό                                                                                                  
γ  Να βρεύτε τον τύπο τησ f                                                                           

δ  Να βρεύτε το όριο  lim
x→0

 
ημ

1

x

f(x)
                

 

 

 

                                                                                                    

17.20 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ςτο ℝ με                                        
f(x ≠ 0  ,∀x ∈ ℝ  και  f  ′(x = −2xf 2(x     .                                                                                 

α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  g(x =
1

  f(x  
− x2 ,                                                                                 

x ∈ ℝ   εύναι ςταθερό .                                                                                                                    

β  Να δεύξετε ότι   f(x =   
1

  1 + x2                                                           

( ΘΕΜΑ  2001   

17.21 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ                                                                      

με  f  ′(x = 
f(x)

f(x  − x
 ,  x ∈ ℝ , f(0) = 3  .                                                                        

α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη                                                          
g(x = (f(x) 2 − 2xf(x) ,  x ∈ ℝ   εύναι ςταθερό .                                                                         

β  Να δεύξετε ότι   f(x = x +  x2 +  9  .                                                   
( ΘΕΜΑ  2010   

 

Β. Πόριςμα  ταθερόσ  υνϊρτηςησ 

17.22 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                                                              
αν ιςχύουν  f(0 = 1 , f  ′(x = x3 + 3x2 

17.23 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                                   
αν ιςχύουν  f(1 = 5 , f  ′(x = 3x2 − 6x + 2 

17.24 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                                                
με  f(0) = 2 ,  f  ′(x = 3x2 − 2x + ςυνx − 2, ∀x ∈ ℝ                                                                                                
Να βρεύτε τον τύπο τησ  f  . 

17.25 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                                                
με  f(0) = 3 ,  f  ′(x = ex − ημx  ,  ∀x ∈ ℝ .                                                          
Να βρεύτε τον τύπο τησ  f  . 

17.26 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0, +∞) → ℝ με                                                

f(1) = e2 ,  f  ′(x = 2e2x + 
1

x
                                                                                   

Να βρεύτε τον τύπο τησ  f  . 

17.27 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0, +∞) → ℝ με                                                

f(1) = 3 ,  f  ′(x = 
1

2 x
+

x − 1

x2      ∀x > 0 .                                                             

Να βρεύτε την f . 

17.28 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                           
ιςχύουν  f(0 = 0 , f  ′(x = 2x − e−x . 

17.29 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                     

ιςχύουν  f(0 = 1 , f  ′(x = e2x + ςυν2x .    

17.30 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                     

ιςχύουν  f(1 = −1 , f  ′(x = 
3x + 1

x2  , ∀x > 0 . 
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17.31 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                   

ιςχύουν  f  
π
2
 = 1 , f  ′(x = 3ημ2x ∙ ςυνx 

17.32 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                
ιςχύουν  f(1 = 6 ,  x ∙ f  ′(x = 3x3 − 4x2 + 2x 

17.33 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                     

ιςχύουν  f(1 = 0 , f  ′(x = 2 
lnx
x  

   , x > 0              

17.34 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                          

ιςχύουν  f(0 = 0 , f  ′(x =  
2 x

x2+ 1
             

17.35 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                          

ιςχύουν  f(0 = ln5 , f  ′(x =  
2(x+1)

x2+ 2x + 5
 

17.36 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                          

ιςχύουν  f(0 = 0 , f  ′(x =  
2x + 1

x2+ x + 1
 

17.37 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                          

ιςχύουν  f(0 =
ln2
2

 , f  ′(x = 2xe−x2
+ 

x

x2  + 2
   

17.38 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                   

ιςχύουν  f(0 = 1 , f  ′(x ∙  x2 + 1 = x  , x ∈ ℝ 

17.39 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                    

ιςχύουν  f(0 = e , f  ′(x = 2x ∙  
1

x2+1
+ ex2+1    

17.40 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                

ιςχύουν  f(0 = 3 , f  ′(x =
x

 x2+4
+ 2x ∙ ln2 

17.41 Δύνεται ςυνεχόσ f: (0,1] → ℝ  με  f(1) = 0                                                   
η οπούα εύναι παραγωγύςιμη ςτο (0 , 1  και ιςχύει                                                            

2 1 − x ∙ f  ′(x = 1 + 
2 1 − x

x
    ,  ∀x ∈ (0 , 1                                                            

Να δεύξετε ότι :                                                                                                   

α  f(x = lnx −  1 − x  , x ∈ (0 , 1]                                                                                     
β  η  f  εύναι αντιςτρϋψιμη  και να βρεύτε το πεδύο                                                              
οριςμού τησ αντύςτροφησ                                                                                                   

γ  lim
x→0

 (x2f−1(x) = 0  και  lim
x→−∞

 
 f−1(x) 

x
  = 0                                                        

δ  η εξύςωςη  f(x = −x  ϋχει ακριβώσ μια ρύζα 

17.42 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                                                                                    
f  ′(1 = 2 ,  f(0 = 1 , f ′′ (x = 2x + 1  ,  x ∈ ℝ 

17.43 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                                                                                    
f  ′(0 = 1 ,  f(1 = −3 , f ′′ (x = 6x + 2  ,  x ∈ ℝ .                                                  

                                                                      

17.44 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                                                                                    
f  ′(1 = 2 ,  f(0 = 1 , f ′′ (x = 2x + 1  ,  x ∈ ℝ 

17.45 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                                                                                    
f  ′(0 = 1 ,  f(1 = −3 , f ′′ (x = 6x + 2  ,  x ∈ ℝ .                                                  

17.46 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                     

ιςχύουν f  ′(0 = 2 ,  f(1 = 2 , f ′′ (x = 6x + 4e2x 

17.47 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                                
ιςχύουν f  ′(0 = −1, f(0 = 2, f ′′ (x = e−x − ςυνx                                                                                         

17.48 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη f:ℝ → ℝ 
ώςτε να ιςχύει  f ′′ (x = 6x + 4  και η εφαπτόμενη 
τησ Cf  ςτο M(0 , 1  να εύναι παρϊλληλη ςτην                       
ευθεύα  ε ∶  y = 2x + 1. Να βρεύτε :                                     
α  τισ τιμϋσ  f(0)  και  f  ′(0                                                
β  τον τύπο τησ f                                                                                                         

γ  το όριο lim
x→−1

 f(x ∙ ημ 
1

x
                                                                                         

17.49 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                     
ιςχύουν  f(0 = 2 , f  ′(x = 2xex + x2ex    

17.50 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                          
ιςχύουν  f(0 = 1 , f  ′(x = ημx + x ∙ ςυνx − e−x 

17.51 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                
ιςχύουν  f(0 = 1 , f  ′(x = ςυνx − x ∙ ημx 

17.52 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0, +∞) → ℝ                                

με  f  ′  (x = ex   lnx +
 1 
x

   , f(1 = −1 .                                             

Να βρεύτε την f .      

17.53 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0, +∞) → ℝ                                
με  xf  ′  (x = 2x2lnx + x2 , f(1 = 0 .                                             
Να βρεύτε την f .      

17.54 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                                                
με   e−xf  ′(x = x3 + 3x2   και η εφαπτόμενη τησ 
Cf  ςτο M(1 , f(1)  τϋμνει τον ϊξονα x’x ςτο ςημεύο             

με τετμημϋνη  
1

2
                                                                                     

α  Να αποδεύξετε ότι f  ′(1 = 2f(1)                                                
β  Να βρεύτε τον τύπο τησ f  

17.55 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                              

ιςχύουν  f  ′(x = 
xςυν x − ημ x

x2  , x > 0 , f  
π
2
 = 

1

π
 

17.56 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                              
ιςχύουν  x2f  ′(x + lnx = 1 , x > 0 , f(1 = 0 
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17.57 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                             
ιςχύουν  f(x + xf  ′(x = 3x2 + 1  , f(1 = 2 , x > 0    

17.58 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                            

ιςχύουν  f(x + xf  ′(x = ςυνx  , f(π = 
1

π
  , x > 0    

17.59 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                          

ιςχύουν  2f(x + xf  ′(x = 
1

x2  , f(1 = 0 , x > 0    

17.60 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                           
ιςχύουν  (x2 + 1 ∙ f  ′(x + 2x ∙ f(x = 1 , f(0 = 2.  

17.61 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                    
ιςχύουν  (x2 − x ∙ f  ′(x + x ∙ f(x = 1 , x > 0    

17.62 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                          
ιςχύουν  x ∙ f  ′(x + f(x = ex , x ≥ 0    

17.63 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                              

ιςχύουν  f  ′(x =
f(x 

x − 1
+ ex(x − 1   , x > 1                                       

με  f(2 = e2  

17.64 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                                                                                     
xf  ′(x + x2 = f(x + x2ex  , f(1 = e − 1,  x >  0  

17.65 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                          
ιςχύουν  xf  ′(x − f(x = x2ημx + x3ςυνx                                                                  

και  f  
π
2
 =

 π2

4
  , x > 0 .       

17.66 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                          

ιςχύουν  f(0 = −3 , f  ′(x =  
2 x − x2

e−x  

17.67 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ f αν                                                                                                     
f  ′  (x + 2xf(x = 0 , x ∈ ℝ  , f(0 = 1  , f(x ≠ 0 . 

17.68 Έςτω f δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                          
ςτο ℝ ώςτε να ιςχύει  f(0 = f  ′(0 = 1                                                                    
και τϋτοια ώςτε  f ′′ (x − f  ′(x = 6x − 3x2,∀x ∈ ℝ                                                                                                  
Να βρεύτε τον τύπο τησ f .                                                           

17.69 Έςτω ςυνϊρτηςη f δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                
ςτο ℝ ώςτε να ιςχύει  f(x > 0  με                                                                                                        
  f ′′ (x − 2xf  ′(x = 2f(x)  και                                                                                                       
f  ′  (0 = 0 , f(2 = e . Να βρεύτε τον τύπο τησ f . 

17.70 Δύνεται παραγωγύςιμη f: (0, +∞) → (0, +∞)                                                                   
με  f(2 = e5 ,  xf  ′(x) + f(x lnf(x = 2xf(x , x > 0 .                                                         
Να βρεύτε τον τύπο τησ  f  . 

 

 

17.71 Δύνεται παραγωγύςιμη f: (1, +∞) → ℝ  με       
f(e = 2  και  xf  ′(x)lnx + 2f(x = 0  , x > 1 .                               
Να βρεύτε τον τύπο τησ  f           

17.72 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                     

ιςχύουν f  ′(x = (2x + 1 ∙ e−f(x) , f(0 = 0 . 

17.73 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                                

με f(0 = 0 , f  ′(x − 4x3 ∙ e−f(x) = 0 ,  ∀x ∈ ℝ  .                                                             
Να βρεύτε τον τύπο τησ f .    

17.74 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                     

ιςχύουν xf  ′(x = (x − 1 ∙ e−f(x) , f(1 = 0, x > 0 . 

17.75 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0, +∞) → ℝ με                                                                                  

f(e = −2 , ef(x)(x f ′(x + 1 = −
1

x2   , x > 0  .                                             

Να βρεύτε τον τύπο τησ  f           

17.76 Να βρεθεύ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ςτο                                                          

(0, +∞) ώςτε 2f  ′(x =  
1

x2 − 1 ∙ ef(x), f(1 = 0 

17.77 Να βρεθεύ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ςτο                                

(0, +∞) ώςτε να ιςχύει f  ′(x = (3x2 + 2x ∙ e−f(x)                                             
και η εφαπτομϋνη τησ  Cf  ςτο ςημεύο Μ(2, f(2)) να                     
εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα δ : 4x − 3y + 8 = 0 

17.78 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0, +∞) → ℝ  με                                          

f(1 = 1 , 
f ′ (x 

x +1
 = e x−f(x) , x > 0                                                                                   

Να δεύξετε ότι  f(x = lnx + x , x > 0 .         

17.79 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                                        
αν ιςχύουν  f  ′(x f(x = x  , f(0 = 1 .   

17.80 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                                                      
αν ιςχύουν  f(1 = −2 , f  ′(x ∙ f(x = 2x3, x > 0    

17.81 Δύνεται παραγωγύςιμη   f:ℝ → ℝ  με                                         

f(0 = −2 , f  ′(x f(x = e2x + x  ,  ∀x ∈ ℝ .                                                      
Να βρεύτε τον τύπο τησ f .  

17.82 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν 

ιςχύουν    e−2x ∙ f  ′(x ∙ f(x − 1 = 0  , f(0 = 1. 

17.83 Δύνεται παραγωγύςιμη   f:ℝ → ℝ∗ με                                                         

f(0 =  2   και  f  ′(x = 
x − e−x

 f(x) 
                                                                                   

Να βρεύτε τον τύπο τησ f . 
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17.84 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                                              

αν  ιςχύουν  
f ′ (x 

f(x)
 = 2x , f(0 = 1 , f(x > 0 

17.85 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                                          

αν ιςχύουν  
f ′ (x 

f(x)
=

2x

x2+1
 +1 , f(0 = 1 , f(x > 0  

17.86 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                 

ιςχύουν  
f ′ (x 

2∙  f(x)
 = 2x , f(0 = 1 , f(x > 0 

17.87 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                 

ιςχύουν   f  ′(x = 4x f(x) , f(1 = 9 , f(x > 0 

17.88 Να βρεύτε τον τύπο τησ f(x > 0 αν                                 

ιςχύουν  f  ′(x f(x) = ex 1 + f 2(x  , f(0 =  3 

17.89 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ f αν                                                                                
f  ′(x + 2xf 2(x = 0 , x ∈ ℝ  , f(0 = 1 , f(x ≠ 0  

17.90 Δύνεται παραγωγύςιμη f: [1, +∞) → (0, +∞)                              
με f(1 = 1 , x2f  ′(x + f 2(x = 0 . Να βρεύτε την f                                                                  

17.91 Να βρεύτε τον τύπο τησ f(x ≠ 0 αν                                                                                
(x + 1 f  ′(x + f 2(x = 0 , x > 0 , f(e − 1 = 1  

17.92 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                     

ιςχύουν  
f ′ (x 

f2(x 
 = 1 − ex , f(0 = 1 , f(x > 0 

17.93 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ f  αν                                     
ιςχύουν   f(0 = 2 , f  ′  (x + 2f(x = 0  ,  x ∈ ℝ . 

17.94 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ f  αν                       
ιςχύουν   f(ln2 = 1 , f  ′  (x + f(x = x + 1 . 

17.95 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ f  αν                                               

ιςχύουν   f(0 = 1 , f  ′  (x − f(x = e2x . 

17.96 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                         
f(−1 = −2  , f  ′(x = (2x + 1 f(x   , x ∈ ℝ . 

17.97 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                                                
f(−1 = 2  , f  ′(x = (3x2 + 2x f(x   , x ∈ ℝ . 

17.98 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ f  αν                                                                                    
ιςχύουν   f(0 = 1 , f  ′  (x + 3x2 ∙ f(x = x2 

19.99 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ f  αν                                              

ιςχύουν   f(1 = 
3

 e 
 , 2xf(x + f  ′  (x = 2x ∙ e−x2

 

 

 

17.100 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ f  αν 
ιςχύουν   f(0 = 1 , f  ′  (x = 2x ∙ (1 + f(x)  . 

17.101 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  

f(1 = e2 , f  ′  (x − f(x = lnx − 
1

 x 
 , x > 0  . 

17.102 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                                                             

f(1 = e , f  ′(x = f(x + ln2x − 2  
lnx

x  
,  x > 0 

17.103 Έςτω παραγωγύςιμη f  ςτο ℝ με  f(0 = 0,                                                                         
f  ′(x = eςυνx − ημx ∙ f(x) ,  x ∈ ℝ                                                                     
α  Να δεύξετε ότι  f(x = x ∙ eςυνx                                                               
β  Να βρεύτε τα όρια lim

x→+∞
f(x) , lim

x→−∞
f(x) 

17.104 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  
f(4 = 1 , 2xf  ′  (x2 + f(x2 = 0 ,∀x > 0 

17.105 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                               
αν ιςχύουν  f(1 = 2 , f  ′(2x − 1 = 4x . 

17.106 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                               
αν ιςχύουν   f(1 = 2 , f  ′(x − 2 = 2x + 3 . 

17.107 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                                      
αν ιςχύουν   f(1 = 2e  , f  ′(lnx = 2x + 1  , x > 0 

17.108 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                                  
αν ιςχύουν   f(1 = 2 , f  ′(ex = x + 1 , x > 0  . 

17.109  Δύνεται παραγωγύςιμη  f:ℝ → ℝ                                                  
με  (f(x + x ∙ (f  ′(x + 1 = x , f(0 = 1                                                                            

Να δεύξετε ότι  f(x =  x2 + 1 − x .   

17.110 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                                                        
(f(x + 2x ∙ (f  ′(x + 2 = 4x  , f(0 = 1 ,  x ∈ ℝ  

17.111 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f  ςτο ℝ∗                                 

με f(−1 = −4 , f(1 = 3 και  f  ′(x = 
3x2+ x + 2 

x
                                                

Να βρεύτε τον τύπο τησ  f 

17.112 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f  ςτο ℝ∗                                 

με f(−1 = 3 , f(1 = 2 και  f  ′(x = 2 − 
 f(x) 

x
                                                

Να βρεύτε τον τύπο τησ  f 

17.113 Δύνεται  f:ℝ → ℝ με  f  ′(x =  
2x , x < 1

 2 
x

 , x ≥ 1  
 ,                                          

f(1 = 0 . Να βρεύτε τον τύπο τησ f 
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17.114 Δύνεται ςυνϊρτηςη   f:ℝ → ℝ  με                                                                

f  ′(x =  
3x2 − 2x + 2 , x < 1

 2 
x

 , x > 1  
 ,    f(1 = 1                                                             

Να βρεύτε τον τύπο τησ f 

17.115 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  με                                                      

f  ′(x =  
3x + 1 , x < 0

2x2 + 1 , x ≥ 0  
 , f(1 = 

 2 

3
 .                                                                       

Να βρεύτε τον τύπο τησ f    

17.116 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                         
ςυνϊρτηςη f ∶ (−∞, 1) → ℝ  με  f(0) = 0 , f  ′(0 = 1                                   
για την οπούα ιςχύει  f ′′(x) = [f  ′(x ]2 , x < 1 .                                                        
Να δεύξετε ότι  f(x = −ln(1 − x) 

17.117 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                             
ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ με  f(0 = 1 , f  ′(0 = −1 και                                              
f ′′ (x + 2f  ′(x + f(x = 0 , x ∈ ℝ.                                                                      
Να βρεύτε τον τύπο τησ f 

17.118 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                      
f(0 = f  ′(0 = 1 , f ′′ (x + 2f  ′(x + f(x = 0      

17.119 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                      
2f(0 = f  ′(0 = 2 , f ′′ (x − 2f  ′(x + f(x = ex      

17.120 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                 
ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ για την οπούα ιςχύει                                                                                                             
(x2 + 1 f ′′ (x + 4xf  ′(x + 2f(x = 0 , x ∈ ℝ                                             
Αν η διχοτόμοσ τησ 1ησ γωνύασ των αξόνων                                    
εφϊπτεται ςτη Cf   ςτο M(0 , f(0)  ,                                                                               
να βρεύτε τον τύπο τησ f                                                               

17.121 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                
με  f(1 = 2 , f  ′(x + f(x = 1                                                                                          

α  Να δεύξετε ότι  f(x = 1 + e1−x                                                                                                                                             
β  Να δεύξετε ότι ∀α ,β ∈ ℝ  με  α < 𝛽 ιςχύει                                                         

(α − β e1− α < e1− β − e1− α < (α − β e1− β 

17.122 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη 
ςυνϊρτηςη f: (0, +∞) → ℝ με  f(1 = 0 , f  ′(1 = 2                                   
για την οπούα ιςχύει  x2 ∙ f ′′(x) + 1 = x .                                                                   
Να δεύξετε ότι οι ςυναρτόςεισ  g(x = f(x − lnx                                   
και  h(x = x ∙ lnx εύναι ύςεσ για κϊθε  x > 0  

17.123 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ                             με  

f(0 = 0 και  3f  ′(x  = e x−f(x)                                                               
α  Να βρεύτε τον τύπο τησ f                                                                                                                                                       
β  Να δεύξετε ότι η f  αντιςτρϋφεται                                                                                                                                            
γ  Να βρεύτε τον τύπο τησ αντύςτροφησ . 

 

 

17.124 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0, +∞) → ℝ με                                                           

f(1 = 0 και  f  ′(x + 
f(x)

x
=

1

x2                                                                                    

α  Να δεύξετε ότι η  f(x = 
 lnx  

x
                                                                                                                                              

β  Να βρεύτε το όριο  lim
x→+∞

 [f(x2 ∙ ςυν2x]                         

17.125 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ  
με  f(x ≠ 0 , f(0 = 1 ,  2f  ′(x = −f 2(x ςυνx                               
α  Να δεύξετε ότι η γραφικό παρϊςταςη τησ f εύναι 
πϊνω από τον ϊξονα x’x                                                                         
β  Να βρεύτε τον τύπο τησ f                                                                            
γ  Να δεύξετε ότι  f(x ≤ 2                                                                               
δ  Να δεύξετε ότι η γραφικό παρϊςταςη τησ f ϋχει                
ϋνα τουλϊχιςτον κοινό ςημεύο με την ευθεύα y = x    
ε  Να βρεύτε το όριο  lim

x→+∞
  x ∙ f(x                                        

17.126 Δύνεται  f:ℝ → (0, +∞) ώςτε να ιςχύουν       

lim
x→0

 
 xf(x − x − ημ x ∙ ημ3x 

 x2+4 − 2
  = −8  και                                 

f ′′(x)f(x) =  f  ′(x  
2

+ 6xf 2(x  . Να βρεύτε :                                  

α  την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ τησ  Cf  ςτο                         

ςημεύο τησ  M 0 , f(0                                                                

β  τον τύπο τησ  f                             

17.127 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ  

με  f(0 = 1 ,  (x2 + 1  f(x + f  ′(x  = 2xf(x)                                      

α  Να βρεύτε τον τύπο τησ f                                                     
β  Να δεύξετε ότι :                                                                          
β1  η γραφικό παρϊςταςη τησ f ϋχει ϋνα 
τουλϊχιςτον κοινό ςημεύο A(x0 , y0  με την 
γραφικό παρϊςταςη τησ g(x = x                                                      

β2  ∃ξ ∈ (0 , x0 ∶  f  ′(ξ = 1 − 
 1 

x0
 

17.128 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ  
για την οπούα ιςχύει  f  ′(x + f(x ςυνx = 0                  
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι δύο φορϋσ 
παραγωγύςιμη ςτο ℝ                                                               
β  Αν επιπλϋον ιςχύει f ′′(0) = −2 , να βρεύτε :                 
β1  την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ τησ  Cf  ςτο                         
ςημεύο τησ  M 0 , f(0                                                                

β2  τον τύπο τησ  f                
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17.129 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ                                        
με  f  ′(x − f(x = 2xex και η Cf   ςτο ςημεύο τομόσ                                                      
τησ με τον ϊξονα y’y ϋχει εφαπτόμενη κϊθετη                                                                      
ςτην ευθεύα  y = x . Να βρεύτε :                                                                        
α  τισ τιμϋσ  f(0)  και  f  ′(0                                                                      
β  την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ τησ  Cf                                                                       
ςτο ςημεύο που αυτό τϋμνει τον ϊξονα y’y                                                             
γ  τον τύπο τησ f                                                                                                                                      
δ  το όριο lim

x→+∞
 f(x  

17.130 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ  με                                                        

f(0 = 0  , 2f  ′(x =  ex−f(x)  ,  x ∈ ℝ .                                                    
Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                         
( ΘΕΜΑ  2005   

17.131 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                     
ςυνϊρτηςη  f ∶ [0,2] → ℝ  για την οπούα ιςχύουν                                                                                               

3x2 −
f
 ′
(x − 2 f(x)

e 2x = 0   και  f(1 = e2 .                                               

Να βρεύτε τον τύπο τησ  f  .        ( ΘΕΜΑ  2009 Ε         

17.132 Δύνεται παραγωγύςιμη   f ∶ ℝ →  ℝ  με                                                   
f(0 = 1  και  f  ′(x + 2x = 2x(f(x + x2  ,  x ∈ ℝ .                                              
Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                                                    
( ΘΕΜΑ  2010Ε )                                                                                                                                                     

17.133 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                                    
ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχύει                                               
f  ′(0 = f(0 = 0  και ικανοποιεύ τη ςχϋςη                                                    
ex(f  ′(x + f ′′ (x − 1 = f  ′(x + xf ′′ (x  , x ∈ ℝ .                                                                                          
Να αποδεύξετε ότι   f(x = ln(ex −  x  .                                                                       
( ΘΕΜΑ  2011   

17.134 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞) → ℝ                                                                    

με  f(1) = 0 και  2f  ′(x =  
1

 x2  −  1 ef(x)                                                                                                 

με  x > 0 . Να δεύξετε ότι  f(x = ln   
2x

x2 + 1
                                             

( ΘΕΜΑ  2012 Ε   

17.135 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ                                                   
με  f(0 = 1  και  (f(x + x (f  ′(x + 1 = x ,  x ∈ ℝ.                              

Να δεύξετε ότι  f(x =  x2 +  1 −  x  .                                                  
( ΘΕΜΑ  2013   

17.136 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ                                                                  

με 2xf(x + x2(f  ′(x − 3 = −f  ′(x ,x ∈ ℝ, f(1 = 
1

2
                                          

Να δεύξετε ότι   f(x =  
x3

x2  +  1
     ( ΘΕΜΑ  2013 Ε   

 

 

17.137 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ                              

με  f  ′(x  ef(x) + e−f(x) = 2  ,  x ∈ ℝ  ,  f(0)=0  .                                   

Να δεύξετε ότι    f(x = ln x +   x2 +  1                                            

( ΘΕΜΑ  2015    

17.138 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞) → ℝ  με                                                                                                                            
f(1 = 1  , (x2 − x f  ′(x + xf(x = 1  , ∀ x > 0 .                               

Να δεύξετε ότι    f(x =  
lnx

x − 1
  ,   0 < x ≠ 1

1  ,                 x = 1

                                                       

( ΘΕΜΑ  2015 Ε    

 

Γ.  Η  Ιδιότητα   𝐟 ′(𝐱) = 𝐟(𝐱) 

17.139 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                     
ιςχύουν   f(1 = e και για κϊθε  x > 0 ιςχύει                                                                                                             
x2f ′(x + 2xf(x = x2 ∙ f(x  , x > 0 

17.140 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                    
f(0 = 3  , f ′(x −  x3 = f(x − 3x2 , x ∈ ℝ  . 

17.141 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                     
ιςχύουν   f(0 = 1 και για κϊθε  x ∈ ℝ ιςχύει                                                                                                             
(x2 + 2 f ′(x + 2xf(x) = (x2 + 2 ∙ f(x) 

17.142 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                  
ιςχύουν   f(0 = 2 και για κϊθε  x ∈ ℝ ιςχύει                                                                                        
(x2 + x + 1 f ′(x − (2x + 1 f(x) = (x2 + x + 1 f(x) 

17.143 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                    
f(x > 0 , f ′(x = f(x ∙ lnf(x  , f(1 = ee , x ∈ ℝ . 

17.144 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                        
f ′(x ∙ ςυνx − f(x ∙ ημx = f(x ∙ ςυνx  , f(0 = 4 

17.145 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                                           

οριςμϋνη ςτο (0 , π  με  f  
π
6
 = e

π
6   ,                                                             

f ′(x ∙ ημx = f(x ∙ (ημx − ςυνx)   

17.146 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                        
[f ′(x − f(x)] ∙ (2 + ςυνx) − f(x ημx = 0, f(0 = 2    

17.147 Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                     
ιςχύουν   f(2 = 3e2 και για κϊθε  x > 1  ιςχύει                                                                                                             

f ′(x = 
x2+ 2x − 1

x2  − 1
 f(x  ,∀x > 1 
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 Constant  function 

ταθερό  ςυνϊρτηςη                              
ςτα Αγγλικϊ 

 

17.148 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  δύο φορϋσ                                                        
παραγωγύςιμη ςτο ℝ  με  f ′′ (x) = f(x) , x ∈ ℝ .                                         
Επύςησ η εφαπτομϋνη τησ Cf   ςτο Α(0,f(0))                                                                                 
ϋχει εξύςωςη  y = 3x −  1 .                                                                                                            
Να βρεύτε την f  . 

17.149 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  δύο φορϋσ                                                 
παραγωγύςιμη ςτο ℝ για την οπούα ιςχύουν                                              
f(0 = f ′(0 = e  , f(x ≠ 0 , x ∈ ℝ  και                                                          
f(x ∙ f ′′ (x − f(x ∙ f ′(x = (f ′(x) 2  .                                                                           
Να βρεύτε τον τύπο τησ f  . 

17.150 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  δύο φορϋσ                                                 
παραγωγύςιμη ςτο ℝ για την οπούα ιςχύει                                                           
f ′′(x) + [f  ′(x ]2 = f ′(x  ,  x ∈ ℝ  .                                                                          
Αν η ευθεύα  y = x + 1 εφϊπτεται ςτη                                                
Cf   ςτο M(0 , 1 ,  να βρεύτε τον τύπο τησ f               

17.151 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη               
f: (0, +∞ → ℝ για την οπούα ιςχύουν                                                          
f(1 = 2  , f ′(1 = −1   και                                                                       
2xf ′(x + x2f ′′ (x = −f ′(x   , x > 0 .                                                      
Να βρεύτε τον τύπο τησ  f . 

17.152 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                          

 f ∶ ℝ → ℝ  με  f(0 =  2  , f(x ≠ x , ∀x ∈ ℝ                                                                                

και  2f ′(x = 2 + f(x − x − 
1

f(x  − x
   .                                                 

Να βρεύτε τον τύπο τησ  f .   
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Α. Μελϋτη  Μονοτονύασ 

18.1 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                               
ςυνϊρτηςη  f(x = x2 − 8x + 5 

18.2 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                      
ςυνϊρτηςη  f(x = x3 + 3x2 − 9x + 5 . 

18.3 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                                 
ςυνϊρτηςη  f(x = −x3 + 3x2 

18.4 Να βρεύτε τα διαςτόματα μονοτονύασ των :                                                           
α  f(x = x3 + 3x − 4   β  f(x = 2x3 − 3x2 − 12x                                                     
(χολικό  

18.5 Να βρεύτε τα διαςτόματα μονοτονύασ τησ                    
ςυνϊρτηςησ  f(x = x3 − 6x2 + 9x + 1   

18.6 Να βρεύτε τα διαςτόματα μονοτονύασ τησ                    
ςυνϊρτηςησ  f(x = −2x3 + 3x2 + 12x − 6   

18.7 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                                 
ςυνϊρτηςη  f(x = x4 − 2x2 + 2020 

18.8 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                                 
ςυνϊρτηςη  f(x = 3x4 + 8x3 − 6x2 − 24x + 1 

18.9 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                             

ςυνϊρτηςη   f(x = 
x  2

  x + 1  
 

18.10 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                             

ςυνϊρτηςη   f(x = 
x  2

  x − 1  
 

18.11 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                             

ςυνϊρτηςη   f(x = x + 
1

 x  
 

18.12 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                             

ςυνϊρτηςη   f(x = x + 
1

 x − 1 
 

18.13 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                               

ςυνϊρτηςη  f(x = 
x

  x2  + 1  
   (χολικό  

 

 

 

 

 

 

18.14 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                               

ςυνϊρτηςη  f(x = 
x2+4

  x2  + 1  
 

18.15 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                             

ςυνϊρτηςη   f(x = 
x  2− 2x + 4

  x − 2  
 

18.16 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                             

ςυνϊρτηςη   f(x = 
x  2  + 4

  x2− 5x + 4  
 

18.17 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                       

ςυνϊρτηςη   f(x =  
 ex

 x 
                                              

18.18 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                       

ςυνϊρτηςη   f(x =  
 ex

x2  + 1
 

18.19 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                           

ςυνϊρτηςη   f(x =  
 lnx  

 x2  
 

18.20 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                     

ςυνϊρτηςη   f(x = 
lnx

   x  
 

18.21 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                     
ςυνϊρτηςη   f(x = x − lnx 

18.22 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                     
ςυνϊρτηςη   f(x = x − ln(x + 1  

18.23 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                        
ςυνϊρτηςη   f(x = x2 − 2lnx  

18.24 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                     
ςυνϊρτηςη   f(x = x2 − x − lnx 

18.25 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                     
ςυνϊρτηςη   f(x = x ∙ lnx    . 

18.26 Να βρεύτε τα διαςτόματα μονοτονύασ τησ                                           
f(x = x(lnx − 3  

18.27 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                                    
ςυνϊρτηςη   f(x = x − ex 

18. Μονοτονύα  υνϊρτηςησ  
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18.28 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                                    
ςυνϊρτηςη   f(x = x2 ∙ ex  

18.29 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                                    
ςυνϊρτηςη   f(x = (x2 + 1) ∙ ex 

18.30 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                        
ςυνϊρτηςη   f(x = x ∙ ημx + ςυνx − x2    

18.31 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                           
ςυνϊρτηςη   f(x = (2x2 − 8x ∙ lnx − x2 + 8x + 2 

18.32 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                   

ςυνϊρτηςη  f(x =  2x −  x2      

18.33 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                 

ςυνϊρτηςη  f(x =   x2 − 6x + 8 

18.34 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                 

ςυνϊρτηςη  f(x =   x2 − 2x − 3 

18.35 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                    

ςυνϊρτηςη   f(x = ex3−12x    

18.36 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                    

ςυνϊρτηςη   f(x = e2x − 4x + 3 

18.37 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                       
ςυνϊρτηςη  f(x = 2 ∙ ln(x2 + 4    

18.38 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                         
ςυνϊρτηςη  f(x = ln(x2 + 2x + 3    

18.39 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                         
ςυνϊρτηςη  f(x = ln(x2 − 6x + 8  

18.40 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 3 + ln(3x + 21                                                                                                                     
α  Να μελετηθεύ η μονοτονύα τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                                                                                                                
β  Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ  f                                      

18.41 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                                          

ςυνϊρτηςη   f(x = ex−1 − lnx 

18.42 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                                          
ςυνϊρτηςη   f(x = ex − 1 − ln(x + 1  

18.43 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                       
ςυνϊρτηςη   f(x = ημ(2x + 4x2 − 2x − 3 

18.44 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                        
ςυνϊρτηςη  f(x = 3ex + x2 − 3x + 7 

18.45 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                      
ςυνϊρτηςη  f(x = 4ex + 2x2 − 4x 

 

18.46 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                  
ςυνϊρτηςη  f(x = ex + xlnx − (e + 1 x 

18.47 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                   

ςυνϊρτηςη  f(x = 2ex−1 − x2 + 3 

18.48 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                 

ςυνϊρτηςη   f(x =  x − 
  lnx   

 2 x 
 

18.49 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                     

ςυνϊρτηςη   f(x) =  
xlnx  ,    x > 0
0  ,          x = 0

  

18.50 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                         

ςυνϊρτηςη   f(x) =   e
 lnx 
 x  ,      x > 0

0  ,          x = 0
  

18.51 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                           

ςυνϊρτηςη   f(x) =  
4 − x2  ,           x ≤ 1
x + 2  ,             x > 1

  (χολικό  

18.52 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                           

ςυνϊρτηςη   f(x) =   
x  ,                 x ≥ 0

x2 + 2x  ,       x < 0
  

18.53 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                           

ςυνϊρτηςη   f(x) =  
x2  ,                 x ≤ 0
x + 1 − ex  , x > 0

  

18.54 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                     

ςυνϊρτηςη   f(x) =  
x2   ,              x ≤ 1
x − 2lnx  , x > 1

  

18.55 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                           

ςυνϊρτηςη   f(x) =  
x2 − 2x + 5  ,                 x ≤ 2

−x2 + 6x − 3  ,             x > 2
  

18.56 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                           

ςυνϊρτηςη   f(x) =  
x2 + 4x + 1  ,    x ≤ 3 

x2 − 8x + 37  , x > 3
  

18.57 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                     
ςυνϊρτηςη   f(x =  x2 − 1     (χολικό  

18.58 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                     
ςυνϊρτηςη   f(x =  x2 − x − 12  

18.59 Να βρεύτε το πρόςημο τησ ςυνϊρτηςησ                                                        
f(x = ex + 2x − 1       

18.60 Να βρεύτε το πρόςημο τησ ςυνϊρτηςησ                                                        

f(x = ex+1 + 3x + 2       
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18.61 Να βρεύτε το πρόςημο τησ ςυνϊρτηςησ                                         

f(x = e2x − 
 1 

 x 
 +1 

18.62 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                  
με   2xf(x + (x2 + 1 f(x = ex  , f(0 = 1 .                                                                    
α) Να βρεύτε τον τύπο τησ  f                                                                                                                                                                                         
β  Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα                                                          
την ςυνϊρτηςη  f                                          

18.63 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                                     
με  f 5(x + f 3(x + f(x = x3 + x2 + x − 3 , x ∈ ℝ                                                                                         
Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την f 

18.64 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                       

με   f 3(x + ef(x) = 1 − x − x3  , x ∈ ℝ  .                                                                                         
Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την f 

18.65 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                      
με   3f(x + ςυν(f(x) = x , x ∈ ℝ .                                                            
Να δεύξετε ότι η f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο ℝ 

18.66 Δύνεται  η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                             
ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  με  f ′′ (x > 0 ,∀x ∈ ℝ .                                                    
Να μελετόςετε τη μονοτονύα τησ ςυνϊρτηςησ                                                       
g(x = f(x + 3 − f(x + 2) 

18.67 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x5 + 5x − 6                           

και g(x = 2 x + x − 3                                                                                             
α  Να δεύξετε ότι οι f , g  εύναι γνηςύωσ αύξουςεσ                                     
β  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τουσ                                                    
γ  Να αποδεύξετε ότι οι εξιςώςεισ  x5 + 5x − 6 = 0                       

και  2 x + x − 3 = 0  ϋχουν μοναδικό λύςη  x = 1    
(χολικό  

18.68 Δύνεται η   f(x = ln  
x

x + 2
                                                                          

α  Να μελετόςετε την μονοτονύα τησ f                                                                                                                                                                                   
β) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f                                                         
γ  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1 και να βρεύτε την 
αντύςτροφό τησ. 

18.69 Δύνεται η   f(x = ln(ex − e                                                                      
α  Να μελετόςετε την μονοτονύα τησ f                                                                                                                                                                                   
β) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f                                                         
γ  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1 και να βρεύτε την 
αντύςτροφό τησ. 

18.70 Δύνεται η   f(x = 3e2x−4 + 1  , x ≥ 2                                    
α  Να μελετόςετε την μονοτονύα τησ f                                                                                                                                                                                   
β) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f                                                         
γ  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1 και να βρεύτε                                           
την αντύςτροφό τησ. 

 

18.71 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                  

με   f(0 = 1  και  f ′(x = 
1

ef(x )+1
                                                                

α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                              
β  Να βρεύτε την αντύςτροφό τησ. 

18.72 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ (0, +∞) → ℝ   δύο           
φορϋσ παραγωγύςιμη, για την οπούα ιςχύει               

lim
x→1

 
 (x+1)f ′ (x − ημ 2(x − 1  

 x + 3 − 2
  = −168  και                                 

xf ′′(x) + f  ′(x = 18x2   , x > 0 .                                                
α  Να δεύξετε ότι  f  ′(1 = −42                                                                           
β  Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την f                    
γ  Αν επιπλϋον ιςχύει  f(1 = 3 , να βρεύτε :                             
γ1  τον τύπο τησ f                                                                                            
γ2  την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ τησ  Cf  ςτο                         
ςημεύο τησ  M 1 , f(1                                              

18.73 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                           
ςυνϊρτηςη  f(x = ex −  e lnx     ( ΘΕΜΑ  2007 Ε   

18.74 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                 
ςυνϊρτηςη  f(x = ex − ln(x + 1)  ( ΘΕΜΑ  2009   

18.75 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                                 

ςυνϊρτηςη   f(x = 
x  3

  x2  + 1  
 ( ΘΕΜΑ  2013 Ε   

18.76 Να αποδεύξετε ότι η   f(x =  
ex − 1

x
  ,    x ≠ 0

1  ,            x = 0

                                       

εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 και ςτη ςυνϋχεια  ότι εύναι                                                
γνηςύωσ αύξουςα .    ( ΘΕΜΑ  2014                                                                                            

 

Β. Επύλυςη  Εξιςώςεων με Μονοτονύα 

18.77 Να λυθεύ η εξύςωςη :   3x2 + 2x = 5 − lnx  . 

18.78 Να λυθεύ η εξύςωςη :   ex−1 + x3 = 3 − x  . 

18.79 Να λυθεύ η εξύςωςη :   x2 + 6lnx = 4x − 3  . 

18.80 Να λυθεύ η εξύςωςη: 
 x2  

2
 −4x + 4lnx +

 7 
2

= 0      

18.81 Να λυθεύ η εξύςωςη :   ln(e + x = 1 − x 

18.82 Να λυθεύ η εξύςωςη : lnx + 2 =  5 − x   

18.83 Να λυθεύ η εξύςωςη :  eημx = 1 − ημx  

18.84 Να λυθεύ η εξύςωςη :   2x + 5x = 7x   . 
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18.85 Να λυθεύ η εξύςωςη :  ln
x2 + 1

x2+ x + 1
 = x                                                                          

18.86 Να λυθεύ η εξύςωςη :  ex3−x − e2x = x − x3 

18.87 Να λυθεύ η εξύςωςη :   lnx = x − 1   . 

18.88 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x2 + 3lnx                                           
και  g(x = 4x − 3 + lnx. Να δεύξετε ότι οι γραφικϋσ                                                       
τουσ παραςτϊςεισ ϋχουν μοναδικό ςημεύο τομόσ. 

18.89 Δύνεται η   f(x = ex − 1 + ln(x + 1).                                                                    
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                              
α  η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                                         
β  η εξύςωςη  ex = 1 − ln(x + 1) ϋχει ακριβώσ                                              
μια λύςη  x = 0       (χολικό   

18.90 Δύνεται παραγωγύςιμη  f:ℝ → ℝ  ώςτε                                                                                                                                                                      

f 3(x + ln[f(x ] + ef(x) = x3 + x2 + 2x − 1, f(x > 0                                                                                                                       
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ f                                                                                                                                                                                   
β) Να λύςετε την εξύςωςη :  f(lnx = f(1 − x2)   . 

18.91 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x3 + 8x .                                                                                                                                         
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ f                                                                                                                                                                                   
β) Να λύςετε την εξύςωςη                                                                                     

(5x − 1 3 + 85x−1 = (11 − 7x 3 + 811−7x 

18.92 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = lnx + ex2
− e .                                                                                                                 

α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ f                                                                                                                                                                                   

β) Να λύςετε την εξύςωςη  ex2
− e9 = ln 

3

x
 

18.93 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x =
  e  

x
−  lnx  .                                                                                                                                                              

α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f  .                                                                                                                                                                                

β) Να λύςετε την εξύςωςη :  
  e  

x
  = lnx   .                                                                                                                                                                          

γ) Να λύςετε την εξύςωςη :                                                                  
e

 x  + 3
−

e

2 x  + 1
= ln

 x  + 3

2 x  + 1
    

18.94 Δύνεται η  f(x = x5 + 2x−1 + x − 3                                                                                        
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f  .                                                                                                                                                                                

β) Να λύςετε την εξύςωςη  x5 + 2x−1 + x = 3                                                               
γ) Να λύςετε την εξύςωςη :                                                                                                               

2 lnx − 1 5 + 2 lnx−1 = 6 − 2 lnx − 1          

 

 

 

 

    

18.95 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = 
ex

x2+ 1
                                                                                                                                  

α  Να δεύξετε ότι η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα .                                                                                                                

β  Να λύςετε την εξύςωςη:  f(x4 + 1 = f  2ex2−1                                                                                                        

γ  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f  
1
x
 =

x

ln
2

x + 1
                                                        

ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο (1 , e)        

18.96 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x + lnx                     
α  Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα                         
β  Να λυθούν οι εξιςώςεισ :                                           

β1  ln  
  e  

x
 = x                                                                                   

β2  2 − ln(x2 − 1 = x2                                                               
β3  f(x + f(x11 = f(x5 + f(x96  

18.97 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x2 − 1 + lnx                     
α  Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα                         

β  Να λυθεύ  f(x + f ex−1 = f  x  

18.98 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = ex + x + lnx − 1                     
α  Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα                         
β  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                                                                                                              
γ  Να λύςετε την εξύςωςη                                                 

ex2+1 − e2x = ln 
2x

  x2  + 1  
  −(x − 1 2    

18.99 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 7x5 + 3ex − 10                                                                                                          
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f  .                                                                                                                                                                                
β) Να δεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                     
γ) Να λύςετε την εξύςωςη :                                                         

7(2x − 3 5 + 3e2x−3 = 7(4 − 5x 5 + 3e4−5x                                                                        
δ  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  7x5 + 3ex = 10                                 
ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο (0 , 1              

18.100 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = 1 +  x − 4                                                                                                          
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f  .                                                                                                                                                                                
β) Να δεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται και να βρεύτε 
το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ.                                           
γ  Να ορύςετε την αντύςτροφη. 

18.101 Δύνεται η  f(x = x3 − x2 + 2x − 1   .                                                                                                                       
α  Να δεύξετε ότι η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα .                                                                                                                
β  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                                                                                                              
γ  Να δεύξετε ότι η  εξύςωςη   f (f(x − 2016 = 1                                        
ϋχει μοναδικό λύςη  .                                                                                     
δ  Να δεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται και να βρεύτε                                           
τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  ,  Cf −1  
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18.102 Δύνεται η   f(x = x3 + 2x − 2                                                                
α  Να μελετόςετε την μονοτονύα τησ f                                                                                                                                                                                   
β) Να δεύξετε ότι η εξύςωςη f(x = 0  ϋχει ακριβώσ                                   
μια πραγματικό ρύζα                                                                                       
γ  Να αποδεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται και να                                    
βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των Cf  ,  Cf −1                                                           
δ  Να λυθεύ η ανύςωςη f(x ≥ 1                                                                   
ε  Να λυθεύ η εξύςωςη  f−1(x = 1   

18.103 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x −
 1 
2

ln2x   .                                                                                                                                    

α  Να δεύξετε ότι η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα  .                                                                                                               
β  Να δεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται και να βρεύτε                             
το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ  .                                                        
γ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                                        

f  − 1    f(x − e +
 3 
2
 > 1 . 

18.104 Δύνεται η  f(x = ln  x + 1 − 1  , x > 0                                         

α  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f                                     
β  Να ορύςετε την αντύςτροφη  f  − 1                                                       
γ  Να βρεύτε τα όρια :                                                                                               

γ1  lim
x→+∞

 
f−1(x 

e2x              γ2   lim
x→−∞

 
f−1(x 

x
                              

18.105 Δύνεται μια ςυνϊρτηςη  f  οριςμϋνη ςτο  ℝ                                                     
με ςυνεχό πρώτη παρϊγωγο ώςτε :                                                                    
f(x = −f(2 − x  , f ′(x ≠ 0 .                                                                                                                                                                        
α) Να δεύξετε ότι η  f  εύναι γνηςύωσ μονότονη .                                                                                                                                     
β  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει                                                
μοναδικό ρύζα.       ( ΘΕΜΑ  2003 Ε   

18.106 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = 2x + ln(x2 + 1                                                                                                                                                    
α  Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την                                        
ςυνϊρτηςη  f                                                                                                             
β  Να λύςετε την εξύςωςη  

2(x2 − 3x + 2 = ln   
  (3x − 2 2 + 1  

x 4 + 1
                                                                        

( ΘΕΜΑ  2010   

 

Γ. Απόδειξη Ανιςώςεων με Μονοτονύα 

18.107 Να δεύξετε ότι :  ln(x + 1 < x  , x > 0  

18.108 Να δεύξετε ότι :   ex > (1 − x 3 , x > 0 

18.109 Να αποδεύξετε ότι :  ex ≥ 1 −  x  , x ≥ 0 

18.110 Να δεύξετε ότι :   
  2(x − 1   

x  +  1
   < lnx ,  x > 1   

 

 

18.111 Να δεύξετε ότι :  x −
 x2 
2

< ln(1 + x  , x > 0         

18.112 Να δεύξετε ότι :  ln(x + 1 < ex − 1 , x > 0 

18.113 Να δεύξετε ότι :  ln(x + 1 > 
2x

x +2
  , x > 0 

18.114 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 2lnx − x2                                                                                                                                                             
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f                                                                                                                                                                                        

β) Να δεύξετε ότι :  f (ex < f  1 + x +
 x2 
2

  , x > 0                                                                                   

18.115 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = xex  .                                                                                                                                                                       
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f  .                                                                                                                                                                               

β) Να αποδεύξετε ότι :  eα− β >
  β  
α

    ,   α > β > 0      

18.116 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 
x6

ex                                                                                                                                                                        

α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f  .                                                                                                                                                                               

β) Να αποδεύξετε ότι :  eα− β >  
α

β
 

6
 , α > β > 6      

18.117 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ για την 
οπούα ιςχύει  f ′(x > 3x2  , ∀x ∈ ℝ                                             
Να δεύξετε ότι  f(2 − f(1 > 7      

18.118 Έςτω  f  ςυνεχόσ ςτο  [0, +∞  , 

παραγωγύςιμη (0, +∞) ώςτε f ′(x > −
  f(x  

x
, x > 0                                                    

Να δεύξετε ότι  f(x)  > 0 , x > 0      

18.119 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη               

f ∶ (1, +∞) → ℝ  ώςτε f ′(x >
  1 

x∙lnx
  ,   x > 1  .                                                                                        

Να δεύξετε ότι  f(3 − f(e)  > ln(ln3) 

18.120 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
  1 + e  x   

  1 + e x  + 1   
                                                                                                                                 

α  Να μελετηθεύ η μονοτονύα τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                                                                                                                
β   Για κϊθε  x < 0 να αποδεύξετε ότι :                                                   
f(5x + f(7x < f(6x + f(8x    ( ΘΕΜΑ  2006 Ε   

18.121 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x 3 .                                                                                                                                                    
α  Να δεύξετε ότι η f εύναι 1-1 και να βρεύτε                                      
την  αντύςτροφη ςυνϊρτηςη                                                                                    
β  Να δεύξετε ότι για κϊθε                                                                          

x > 0  ιςχύει  f (ημx > f   x −  
1

  6  
x3                                                                                        

( ΘΕΜΑ  2016 Ε   
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 Monotonic  function 

Μονότονη  ςυνϊρτηςη                              
ςτα Αγγλικϊ 

 

18.122 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ (0, +∞ → ℝ                                        

με τύπο   f(x =  
  ln(x+1)  

  x  
                                                                                            

α  Να δεύξετε ότι  ln(x + 1 >  
  x  

  x + 1  
  , x > 0                                               

β  Να αποδεύξετε ότι η f  αντιςτρϋφεται και να                                
βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ                                                                     

γ  Να δεύξετε ότι   f(x > 2f(x) − 1 , x > 0                                                              
δ  Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                              
  f(α   

  x − 1  
+

f−1(α 

x − 2
+
ημ (πα )

x
  = 0  όπου  0 < 𝛼 < 1                           

ϋχει ακριβώσ δύο ρύζεσ ωσ προσ  x , μια ςτο (0 , 1                          
και μια ςτο (1 , 2           ( ΘΕΜΑ 2018 Ε                                                                                                       

 

Δ. Επύλυςη  Ανιςώςεων με Μονοτονύα 

18.123 Να λύςετε την ανύςωςη: ex−1 < 1 − lnx   

18.124 Να λύςετε την : ex + 2x < e−x − x3  

18.125 Να λύςετε την ανύςωςη :                                                                                        

 eα − eβ + α − β < ςυνβ − ςυνα       

18.126 Να λυθεύ η ανύςωςη : x − 1 ≤  
ημ x2−ημ x3

3x2  

18.127  α) Να μελετηθεύ ωσ προσ μονοτονύα                                                        
η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx + ex                                                                                                             

β  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ > 0 ∶ ln
 λ 
2

> e2 − eλ                  

18.128 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ                                  
με   f 3(x + f(x = e−x  ,   x ∈ ℝ                                                                                                     
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f                                                                                                                                                                               
β  Να λυθεύ η ανύςωςη:   f (2x + x − f (4 − x3 < 0 

18.129 Δύνεται η  f(x = ln(x2 + 1 − 2x .                                                                                                               
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f                                                                                                                                                                               
β  Να λύςετε την ανύςωςη :  f f(x  < 0   

18.130 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
 1 
2
 

x
− x   .                                                                                                                                                                             

α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f                                                                                                                                                                                              
β) Να λύςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                                                             

i)  
 1 
2
 

x
 ≤ x + 6                                                                                                                                                                                              

ii)  
 1 
2
 

2x2+3x
−   

 1 
2
 

x2+10
 > x2 + 3x − 10                                                                                                                                                                       

iii)  
 1 
2
 
ςυνx

−   
 1 
2
 

x+1
<  ςυνx − x − 1  

 

18.131 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx − 
2(x −1 

x +1
                                                                                                              

α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f                                                                                                                                                                                              

β) Να λύςετε την ανύςωςη    x < e 
x − 1
x + 1  , x > 0 . 

18.132 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx + x – 1  .                                                                                                                                                                
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f                                                                                                                                                                                    
β) Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ  fof                                                                                                                                                                        
γ) Να λύςετε την ανύςωςη   (fof (x − f(x) ≤ 0   . 

18.133 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 +  
  4  
  3  

 
x

      

α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f                                                                                                                                                                                    
β) Να λύςετε την ανύςωςη                                                     

 
  4  
  3  

 
x2

−  
  4  
  3  

 
2−x

> (2 − x 3 − x6 

18.134 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη   
f ∶ (0, +∞ → ℝ  για την οπούα  ιςχύει                                                                            
 x ∙ f ′(x = x + 1  , x > 0  , f(1 = 1 .                                                                                                                                                                                       
α) Να βρεύτε τον τύπο τησ f                                                                                                                                                                                            
β) Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την f                                                                                                                                                       

γ) Να λύςετε την ανύςωςη   ln
  x2 + x + 1  

x2 + 2
≥ 1 − x              

18.135 Να λυθεύ η ανύςωςη                                                                               
f(5(x2 + 1 3 − 8 ≤ f(8(x2 + 1 2                                                                                              

αν  f(x = 
x  3

  x2  + 1  
     γνηςύωσ αύξουςα .                                                

( ΘΕΜΑ  2013 Ε   
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Ο Πιερ Ντε Υερμϊ(1601-1665) 
όταν Γϊλλοσ Νομικόσ και 
εραςιτϋχνησ Μαθηματικόσ. Μαζύ 
με τον Ρενϋ Ντεκϊρτ(1596-1650) , 
ο Fermat θεωρεύται ϋνασ από τουσ 
δύο κορυφαύουσ Μαθηματικούσ 
του πρώτου μιςού του 17ου αιώνα. 

 

 

 

 

 

 

Α. Εύρεςη  Ακροτϊτων  υνϊρτηςησ   

19.1 Να βρεύτε τα κρύςιμα ςημεύα και τισ θϋςεισ                                       
των πιθανών ακροτϊτων των ςυναρτόςεων :                                      
α  f(x = x3 − 9x2 + 15x − 7                                                                
β  f(x = 2x2 − 4x − 3  , x ∈ [0 , 2] 

19.2 Να βρεύτε τα κρύςιμα ςημεύα και τισ θϋςεισ                                       
των πιθανών ακροτϊτων των ςυναρτόςεων :                                      

α  f(x =  2x − x2     β  f(x =  
x2− 7x + 6

x − 10 
 

19.3 Να βρεύτε τα κρύςιμα ςημεύα και τισ θϋςεισ                                       
των πιθανών ακροτϊτων τησ ςυνϊρτηςησ :                                                     

f(x =  
−x2 + 4x − 3,                  x < 3

2x3 − 15x2 + 24x + 9, x ≥ 3
                             

19.4 Nα βρεύτε τα  ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                       
f(x = 2x3 + 3x2 − 12x + 1  . 

19.5 Nα βρεύτε τα  ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                       
f(x = 2x3 − 9x2 + 12x − 3   

19.6 Nα βρεύτε τα  ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                         
f(x = x4 − 2x2 + 3   

19.7 Nα βρεύτε τα  ακρότατα των ςυναρτόςεων:                                  
α  f(x = x3 − 3x2 + 3x + 1  β  f(x = x3 − 3x2 + 2                                 
γ  f(x = 2x3 − 3x2 − 1   (χολικό  

19.8 Nα βρεύτε τα  ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                         

f(x =
 1 
2

x4 −
 8 
3 

x3 + 4x2 + 1   

 

 

 

 

19.9 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ  f(x = e2x − 2x                                              

19.10 Nα βρεύτε τα  ακρότατα των ςυναρτόςεων:                                  
α  f(x = ex − x      β  f(x = xx , x > 0  (χολικό  

19.11 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ  f(x = ex2−x∙lnx                                                       

19.12 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ  f(x = (x − 2 ex                                           

19.13 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                     
f(x = ex(x2 − 7x + 13  

19.14 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                     
f(x = x2(lnx − 1  

19.15 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                            
f(x = xlnx − 2x + e 

19.16 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                            

f(x = (x − 3 ex − 
x2

2 
  +2x 

19.17 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ f(x = x2 − 8 lnx                                             

19.18 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ f(x = 2 lnx − x2                                        

19.19 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                     
f(x = ln(x2 − 2x + 5     

19.20 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ  f(x =  
x2+2x−9

x2− 4 
                                      

19.21 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ  f(x =  
2x

x2+ 9 
 

19.22 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ   f(x =  
ex

x + 1 
                                          

19.23 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ  f(x =  
2x

 lnx   
                                                 

19.24 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ  f(x =  
(x−1 3

 ex   
 

19.25 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ f(x =  
ln x3−x−6

 x  
   

 

 

19. Ακρότατα  υνϊρτηςησ 
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19.26 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ  f                                                                                                     
ςτο [−1 , 3]  με   f(x = x4 − 4x3 + 4x2 + 5 

19.27 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                 

f(x =
10x

 x2 + 1 
  ,   x ∈ [−2 , 2]     

19.28 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                         

f(x =
 2x + 11 

x + 1
 , x ∈ [2 , 8]           

19.29 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                              

f(x = x + 
 4 

x 
 , x ∈ [1 , 3] 

19.30 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ  f(x =  x2 + 1 

19.31 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                                            

f(x =  x2 − 2x − 3 

19.32 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ  f(x =  8x − x2 

19.33 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                                            

f(x =  −x2 + 4x + 5 

19.34 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                             
f(x = (2x − 1 lnx − x  

19.35 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ f(x = (x − 1 lnx 

19.36 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                             
f(x = ex + xlnx − (e + 1 x  

19.37 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                        

f(x = lnx − ex−1 + 2 

19.38 Να αποδεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη                                                

f(x = 2 
lnx

x
 + x  δεν ϋχει ακρότατα  

19.39 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 −  x                                            
με  x ∈ [−1 , 2]. Να βρεύτε :                                                                              
α  τα κρύςιμα ςημεύα τησ  f                                                                                  
β  τισ πιθανϋσ θϋςεισ τοπικών ακροτϊτων                                               
γ  το ςύνολο τιμών τησ f    

19.40 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη                                                                          
g ∶ (0, +∞ → (0 , +∞   με  g ′(x > 0 ,∀𝑥 > 0                                                     
και  g(e = e .  Να βρεύτε τα κρύςιμα ςημεύα                                          

τησ  ςυνϊρτηςησ  f(x = 
lng (x)

g(x)
  

 

 

 

19.41 Δύνεται η παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ  με                                                   
f(0 = 0 , f ′(x) − f(x) = 2xex .                                                                              
α  Να αποδεύξετε ότι f(x = x2ex                                                                                                                                            
β  Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη ωσ προσ τη                                                  
μονοτονύα και τα ακρότατα 

19.42 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 
lnx

x2                                                                                                                                                            

α  Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη ωσ προσ τη                                                                 
μονοτονύα και τα ακρότατα                                                                    
β  Να βρεύτε τισ αςύμπτωτεσ τησ Cf   

19.43 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                    
με  f 3(x + f(x = x3 + 2x − 5  ,  x ∈ ℝ  .                                                                                    
Να αποδεύξετε ότι η f δεν ϋχει ακρότατα. 

19.44 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                            
με   2f 3(x + 6f(x = 2x3 + 6x + 1  ,  x ∈ ℝ .                                                                  
Να αποδεύξετε ότι η f  δεν ϋχει ακρότατα. 

19.45 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                          
με  f 3(x + 3f(x = x3 + 2x + 1  ,  x ∈ ℝ  .                                                                                    
Να αποδεύξετε ότι η f δεν ϋχει ακρότατα. 

19.46 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                          
με  f 3(x + 3f(x = lnx − x + 1  ,  x > 0.                                  
Να μελετόςετε την f  ωσ προσ την μονοτονύα και                                                 
τα ακρότατα για  x > 0 

19.47 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                                      
ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με  f ′′ (x < 0  , ∀ x ∈ ℝ .                                                                                            
Αν η ςυνϊρτηςη  f   δεν εύναι  1-1 , να αποδεύξετε                                              
ότι η  f  ϋχει μϋγιςτο  .     

19.48 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                          

με  f ′(x − (x − 3 ef(x) = 0 , x ∈ ℝ . Να δεύξετε ότι         
το f(3  εύναι τοπικό ελϊχιςτο αυτόσ . 

19.49 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                               

f(x =  
x2lnx  ,   x > 0
0  ,            x = 0

          

19.50 Να μελετηθούν ωσ προσ την μονοτονύα και                                                 
τα ακρότατα οι ςυναρτόςεισ :                                                                               

α  f(x =  
x2   ,       x ≤ 1

e1−x ,   x > 1
                                                                                        

β  f(x =  
x2 − 2x + 1, x < 1

x2 − 4x + 3, x ≥ 1
    (χολικό  

19.51 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                               

f(x =  
x2 − 1 , x < 1
−lnx  , x ≥ 1
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19.52 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                               

f(x =  
x2 − 4 ,           x ≤ 2

x2 − 6x + 8 , x > 2
      

19.53 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                               

f(x =  
lnx − x2 + 2 ,           x ≥ 1

x2 + 2x − 2 ,             x < 1
  

19.54 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                  
με   f 3(x + βf 2(x + γf(x = x3 − 2x2 + 6x − 1                                                     
με   β2 < 3γ , x ∈ ℝ  .                                                                                                                                                                                             
α  Να αποδεύξετε ότι η  f  δεν ϋχει ακρότατα.                                                                                                                                        
β  Να δεύξετε ότι η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα .                                        
( ΘΕΜΑ  2001         

19.55 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                             
f(x = ln(ex − x               ( ΘΕΜΑ  2011   

19.56 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞ → ℝ                                                                 
για τα οπούα  ιςχύουν :                                                                                         
−  H f ′   εύναι γνηςύωσ αύξουςα  ςτο  (0, +∞                                                                                                                                          
−  f(1) = 1                                                                                                                                                                                                           

−  lim
h→0

 
 f(1 + 5h  − f(1 − h  

h
  = 0                                                                                                                                                                                                         

Να αποδεύξετε ότι  :                                                                                                                                                                                                                          
α  f  ′(1 = 0                                                                                                                                                                                                     
β  Η  f  παρουςιϊζει ελϊχιςτο ςτο  x0 = 1                                                
( ΘΕΜΑ  2013   

19.57 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                     

f(x =  
x2

 x2  + 1 
              ( ΘΕΜΑ  2016   

19.58 Nα βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ                                     

f(x = x −  
4

  x2   
              ( ΘΕΜΑ  2018 ) 

19.59 Δύνεται η  f ∶ [0 ,π] →  ℝ με  f(x = 2ημx − x                                
Να βρεύτε τα ακρότατα τησ f (ολικϊ και τοπικϊ                                                                                
( ΘΕΜΑ  2018Ε ) 

 

Β. Εύρεςη  Παραμϋτρων   

19.60 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ                                        
οπούεσ η  ςυνϊρτηςη  f(x = αx3 + βx2 − 3x + 1                                                                   
παρουςιϊζει τοπικϊ ακρότατα ςτα ςημεύα                                         
x = −1  και  x = 1 . τη ςυνϋχεια να καθορύςετε                                                
το εύδοσ των ακροτϊτων (χολικό   

 

 

                                                                                                                

19.61 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ                                                  
οπούεσ η  ςυνϊρτηςη  f(x = αx3 + βx2 + 12x + 1               
παρουςιϊζει τοπικϊ ακρότατα ςτα ςημεύα                                 
x =1  και  x = 2 . τη ςυνϋχεια να καθορύςετε                           
το εύδοσ των ακροτϊτων                                                                                                                     

19.62 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ                                        
οπούεσ η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 + αx + βlnx                                        
παρουςιϊζει τοπικϊ ακρότατα ςτα ςημεύα x = 1                                
και  x = 3 . τη ςυνϋχεια να καθορύςετε το εύδοσ                                             
των ακροτϊτων. 

19.63 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ                                           
οπούεσ η ςυνϊρτηςη f(x = αx3 + βx2 − 12x − 7                                 
παρουςιϊζει  τοπικϊ ακρότατα ςτα ςημεύα                                     
x =  −2  και  x = 1 . τη ςυνϋχεια να καθορύςετε                                       
το εύδοσ των ακροτϊτων                                                                                                

19.64 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ                                                 
οπούεσ η ςυνϊρτηςη  f(x = αx3 + βx2 + 3x + 4                                                           
παρουςιϊζει ακρότατο ςτο 1 με τιμό ύςη με 2 . 

19.65 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ                                       
οπούεσ η ςυνϊρτηςη  f(x = 2αlnx + βx2 + 3x + 2                                                                                                               
παρουςιϊζει ακρότατο ςτο 1 το 3.  

19.66 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ                                                

οπούεσ η ςυνϊρτηςη  f(x = 2αlnx −
 β 
x

+ 3α                                                                   

παρουςιϊζει ακρότατο ςτο 1 το 5. 

19.67 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ                         
οπούεσ η ςυνϊρτηςη  f(x = (αx + β ∙ ex                                                      
παρουςιϊζει ακρότατο ςτο 1 με τιμό ύςη                                                                    

με  – e , για x ≥ 0 . 

19.68 Δύνεται η  f(x = αlnx + x2 + βx + 2 . Να 
βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ  οπούεσ το 
x = 3 εύναι κρύςιμο ςημεύο τησ f  και η εφαπτόμενη 
τησ  Cf   ςτο ςημεύο Κ(1, f(1)) να εύναι κϊθετη ςτην 
ευθεύα  x = 2y 

19.69 Δύνεται η  f(x = αlnx − x2  ,α ∈ ℝ  η οπούα               
παρουςιϊζει ακρότατο ςτο  x = 1 .                                                              
α) Να βρεύτε την τιμό του α                                                                                                                                                                                             
β) Να λύςετε την ανύςωςη :                                                                              

(3 x + 1 2 − ( x + 9 2 < 2 ln  
 3 x  + 1 

 x  + 9
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Γ.  Ανιςώςεισ  και  Ακρότατα 

19.70 Να αποδεύξετε ότι :  x2 ≥ 1 + 2lnx  , x > 0 

19.71 Να αποδεύξετε ότι :  x2 ≥ x + lnx  , x > 0 

19.72 Να αποδεύξετε ότι :  lnx ≤ x − 1  ,   x > 0           

19.73 Να αποδεύξετε ότι :  lnx ≤ ex − 2  ,   x > 0           

19.74 Να αποδεύξετε ότι :  lnx ≥ 1 − 
1

 x 
 , x > 0 

19.75 Να δεύξετε ότι : ln(1 + x ≥ 
x

 1 + x 
  , x > −1   

19.76 Να αποδεύξετε ότι : ex−1 ≥ 1 + lnx 

19.77 Να δεύξετε ότι : 2x2lnx ≥ 3x2 − e2 , x > 0 

19.78 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 2lnx − 4x2 + 1                                                                                                                           
α  Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη ωσ προσ                                                                            
τη μονοτονύα και τα ακρότατα                                                                    

β  Να δεύξετε ότι εξύςωςη  lnx = 2x2 − 
1

 2 
                         

εύναι αδύνατη 

19.79 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = xlnx + 2                                                                                                                           
α  Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη ωσ προσ                                                                            
τη μονοτονύα και τα ακρότατα                                                                    

β  Να δεύξετε ότι εξύςωςη x ∙ e
2
 x = 1 εύναι αδύνατη                        

19.80 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
2x2

e−x                                                                                                                           

α  Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη ωσ προσ                                                                            
τη μονοτονύα και τα ακρότατα                                                                    

β  Να δεύξετε ότι  x2 ≤ 8ex−2 , x > 0 

19.81 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
ex

x
                                                                                                                          

α  Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη ωσ προσ                                                                            
τη μονοτονύα και τα ακρότατα                                                                    

β  Να δεύξετε ότι  ex−1 ≥ x  , x > 0 

19.82 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x
1
 x    , x > 0  .                                                                                                                                                     

α  Να βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ  f   .                                                                                                                                                               
β) Να δεύξετε ότι                                                                              

∀α ,β , γ > 0 ∶    
α

1
 α+β

 
1
β+γ

1
 γ

3
≤ e

1

 e  

 

 

 

19.83 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = xe
1
 x     .                                                                                                                                                     

α  Να βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ  f   .                                                                                                                                                               

β  Να δεύξετε ότι  lnx + 
1

 x 
 ≥ 1  ,  x > 0                                                                         

19.84 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                          

με  f 3(x + 3f(x = e2x − 2x − 5 , x ∈ ℝ                                                
α  Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη f  ωσ προσ                                                                            
τη μονοτονύα και τα ακρότατα                                               
β  Να δεύξετε ότι  f(x ≥ −1 ,  ∀x ∈ ℝ                                                                   

19.85 Δύνεται η παραγωγύςιμη f ∶ (0 , +∞) → ℝ                   

ώςτε  xf ′ (x + 2f(x = 
1

 x2  
  και f(1 = 0                                         

α  Να δεύξετε ότι  f(x =  
lnx

 x2  
                                                                        

β  Να βρεύτε τα ακρότατα τησ ςυνϊρτηςησ  f                                            

γ  Να δεύξετε ότι  x2e ≤ ex2
, x > 0   

19.86 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x5 + x3 + x                                                                                                                                 
α  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                  
β  Να δεύξετε ότι  f (ex ≥ f (1 + x   ,  x ∈ ℝ  .                                      
( ΘΕΜΑ  2003   

19.87 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex − elnx .                                   
Να δεύξετε ότι  f(x ≥ e,∀ x > 0  ( ΘΕΜΑ  2007 Ε   

19.88 Δύνεται η  f(x = x2 − 2lnx , x > 0 .                                                                                         
Να αποδεύξετε ότι    f(x ≥ 1 , x > 0                                                                
( ΘΕΜΑ  2008 Ε   

19.89 Να λυθεύ η εξύςωςη  ex2
−  x2 −  1 = 0 .                                               

( ΘΕΜΑ  2016   

19.90 Δύνεται η  f(x = −ημx , x ∈ [0 ,π]                            
Να αποδεύξετε ότι υπϊρχουν ακριβώσ δύο                                               

εφαπτόμενεσ που ϊγονται από το Α  
π

2
 ,−

π

2
  ,                                                               

τισ οπούεσ και να βρεύτε .    ( ΘΕΜΑ  2017 ) 

 

Δ.  Από  Ανύςωςη  ςε  Ιςότητα   

19.91 Αν για x > 0 ιςχύει  x2 + x ≥ 2 + αlnx                                                         
Να βρεύτε την τιμό  του α ∈ ℝ                                                                                                                            

19.92 Αν  ιςχύει   ex ≥ αx + 1  , α ∈ ℝ .                                          
Να βρεύτε την τιμό του α 
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19.93 Αν για  x > 0 ιςχύει  x3 ≥ x2 + αlnx,α ∈ ℝ .                                  
Να βρεύτε την τιμό του α . 

19.94 Αν για  x > 0 ιςχύει  αlnx ≤ x − 1  , α ∈ ℝ .                                                                                               
Να βρεύτε την τιμό του α . 

19.95 Αν για x > 0 ιςχύει  lnx +
 2α 
x+1

≥ αx2                                                                                                                                                             

Να βρεύτε την τιμό  του α ∈ ℝ                                                                                                                            

19.96 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  με   f ′(x ≠ 0,  x ∈ ℝ                                     

Αν ιςχύει ef(x) ≥ αf(x + 1 ,∀x ∈ ℝ , f(1) = 0 ,                                                                  
να βρεύτε την τιμό  του α ∈ ℝ          

19.97 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                 

με ef(x) ≥ (α − 2)f(x + ημ  
 π 
2

x ∀x ∈ ℝ,f(1) = 0                               

Να δεύξετε ότι α = 3  ό  ότι η f  παρουςιϊζει ϋνα                            
κρύςιμο ςημεύο . 

19.98 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                             
με  f(x)≤ ex + ln(x2 + 1  , ∀ x ∈ ℝ .                                                          
Να βρεύτε την  εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο ςημεύο                                                      
τησ  Α(0 , 1       

19.99 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                           
με  f(x)≥ x2 + ημx , ∀ x ∈ ℝ , f(0) = 0                                                           
Να βρεύτε την  εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο ςημεύο                                             
τησ  Α(0 , f(0))      

19.100 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ                                             
με  f(1 = 1  , 2f(x − x2 ≤ 2lnx + 1   , x > 0 .                                                                    
Να δεύξετε ότι η εφαπτομϋνη τησ  Cf  ςτο Α(1 , f(1                                                               
εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα  y = 2x + 3  . 

19.100 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0 , +∞ → ℝ  με                                           
(1 = 1  , f(ex ≤ x2 + 1   . Να βρεύτε την                                              
εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο ςημεύο  τησ  Α(1 , f(1))      

19.101 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0 , +∞ → ℝ με                                           
f(x2 − x + 1 − f(1 ≥ x − x2  , x > 0 . Να δεύξετε                                            
ότι η εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο Α(1 , f(1   εύναι                                                                    
παρϊλληλη ςτην ευθεύα  y = −x                                                                         

19.102 Δύνονται οι παραγωγύςιμεσ ςυναρτόςεισ                                 
f , g : ℝ → ℝ με  f(1) = 3 ,                                                                                             
f(x + g(x ≤ x3 + x2 + 5  , x ∈ ℝ .                                                     
Αν η εφαπτομϋνη τησ  Cg   ςτο Μ(1 , g(1   ϋχει                                       

εξύςωςη  y = 3x + 1 , τότε να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                
α  τισ τιμϋσ g(1  , g ′(1)  .                                                                                                                                                                                                   
β) την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο ςημεύο                                           
τησ Β(1 , f(1)) 

 

 

10.103 Δύνονται οι παραγωγύςιμεσ ςυναρτόςεισ                                 
f , g : ℝ → ℝ για τισ οπούεσ ιςχύει :                                         
οι  Cf  , Cg  τϋμνονται ςτο μηδϋν                                        

f(x + ex ≥ g(x + x + 1  , x ∈ ℝ                                        
Να δεύξετε ότι οι Cf  , Cg   ϋχουν κοινό εφαπτόμενη 

ςτο μηδϋν . 

19.104 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → [0 , +∞) , τρεισ                         
φορϋσ παραγωγύςιμη , με f(1 =  f(2 = 0 .                                           
Να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (1 , 2 : f ′′′ (ξ = 0 

19.105 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη 
f ∶ ℝ → ℝ  με  f(x = 2x + mx − 4x − 5x  ,  m ∈ ℝ  , 
 m > 0 . Να βρεύτε τον  m  ώςτε  f(x) ≥ 0     ,  x ∈ ℝ   
( ΘΕΜΑ  2004 Ε                                          

19.106 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                                           
f(x = αx − ln(x + 1  , α > 0 , α ≠ 1 .                                                                                                                         
Αν ιςχύει f(x ≥ 1 , για  x > −1 να βρεύτε το α                                                                     
( ΘΕΜΑ  2009   

 

Ε.  Πλόθοσ  Ριζών – ύνολο  Σιμών 

19.107 Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ                                         

ςυνϊρτηςησ  f(x =   
 x2  – x + 1 

x − 1
 

19.108 Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ                                                                         

ςυνϊρτηςησ   f(x = 1 + e−x2
    

19.109 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ [−1 , 5] → ℝ  με          

f(x =  −x2 + 4x + 5 . Να βρεύτε :                                               
α  την μονοτονύα και τα ακρότατα τησ f                         
β  το ςύνολο τιμών τησ f       

19.110 Δύνεται η  f(x = x3 − 3x + 2 , x ∈ [−2 , 0] .                               
Να βρεύτε :                                                                                                   
α  τα κρύςιμα ςημεύα τησ f                                                                                                                                                         
β τα ακρότατα τησ f καθώσ και το ςύνολο τιμών                                            

19.111 Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ                                              
εξύςωςησ  lnx + x2 − 3x + 12 = 0  

19.112 Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  4x3 − 3x −
 1 
2

= 0                                     

ϋχει ακριβώσ 3 πραγματικϋσ ρύζεσ.    

19.113 Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ                                                
εξύςωςησ   2x3 − 6x + 1 = 0 .     
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19.114 Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ                                                
εξύςωςησ   x3 − 3x + α = 0 .     

19.115 Δύνεται η  f(x  = 1 − e2x ∙ (1 + 2x  .                                                             
Να βρεύτε :                                                                                                                  
α  τα ακρότατα  τησ  f                                                                                                                                                                
β  το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                                           
γ  το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ                                                                    

2x = e−2x − 1   

19.116 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x  = x2 − 2lnx + 1                                                                                                                                                                 
α  Να μελετόςετε την f  ωσ προσ τη μονοτονύα                                                              
και τα ακρότατα                                                                                         
β  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                        

γ  Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  f  f(x −
 3 
2
 = 2                                             

ϋχει ακριβώσ δύο θετικϋσ ρύζεσ . 

19.117 Δύνεται η  f(x  = (x − 1 ∙ lnx − 1                                                                                                                   
α  Να μελετόςετε την f  ωσ προσ τη μονοτονύα                                          
και τα ακρότατα                                                                                         
β  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                        

γ  Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  xx−1 = e2018  ,                                             
ϋχει ακριβώσ δύο θετικϋσ ρύζεσ  

19.118 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x =  
1 − lnx

x
                                                                                                                                             

α  Να μελετόςετε την f  ωσ προσ τη μονοτονύα                                    
και τα ακρότατα                                                                                         
β  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                        
γ  Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ  
1 + 2018 ∙ x = lnx 

19.119 Δύνεται η παραγωγύςιμη   f ∶ ℝ → ℝ                                                          

με  f(0 = 0 , f ′(x) + f(x) = e– x .                                                                                            
α  Να βρεύτε τον τύπο τησ  f                                                                                                                                                     
β  Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ                              
x − 2018 ∙ ex = 0 

19.120 Δύνεται η παραγωγύςιμη f ∶ ℝ → ℝ με                                    

f(0 = ln(e + 1  , f ′(x) + e– x−f(x = 0                                                    

α  Να δεύξετε ότι  f(x = ln  e + e– x                                                           

β  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                        
γ  Να δεύξετε ότι η f εύναι αντιςτρϋψιμη και να                               
ορύςετε  την αντύςτροφό τησ.                                                                       
δ  Αν  α < 𝛽 , να δεύξετε ότι                                                                                                                                         
f(α + f(β + 1 > 𝑓(β + f(α + 1                                           

19.121 Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ   
f(x = x2lnx      ( ΘΕΜΑ  2004   

 

19.122 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =
 x + 1 
x − 1

− lnx   .                                                                                                                                                                         

α  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ f .                                                                                                                                              
β  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει                         
ακριβώσ δύο ρύζεσ .          ( ΘΕΜΑ  2006   

19.123 Δύνεται η  f(x = x3 − 3x − 2ημ2θ  ,                                

  θ ≠ κπ +  
 π  

2
    μια ςταθερϊ .                                                                                         

Να δεύξετε ότι η εξύςωςη f(x) = 0 ϋχει ακριβώσ                                        
τρεισ ρύζεσ .                      ( ΘΕΜΑ  2007   

19.124 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x =  
xlnx  , x > 0
0  ,       x = 0

                                                                                                                                                        

α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη f εύναι ςυνεχόσ                           
ςτο  0   .                                                                                                                                    
β   Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ f .                                      
( ΘΕΜΑ  2008   

19.125 Δύνεται η  f(x = ln(x + 1 − ln(x + 2) .                                           
Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f .                                                                   
( ΘΕΜΑ  2009 Ε   

19.126 Δύνεται η  f(x = (x − 2 lnx + x − 3 .                                                                                  
Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x) = 0                                                                                            
ϋχει ακριβώσ δύο θετικϋσ ρύζεσ.  ( ΘΕΜΑ  2010 Ε                                                                       

19.127 Δύνεται η  f(x = (x − 1 lnx − 1 , x > 0  .                                                                                                                                         
α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f.                                                                                                                                                        

β) Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  xx−1 = e 2013                                                 
ϋχει ακριβώσ 2 θετικϋσ ρύζεσ  .   ( ΘΕΜΑ  2012   

19.128 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x =  e
x

 lnx 

     

 , x > 0
0  ,         x = 0

                                                                                                                                                      

α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη   f  εύναι ςυνεχόσ 
ςτο  0  .                                                                                                                                
β)  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f                                         
( ΘΕΜΑ  2014 Ε         

19.129 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x  =   
ex

 x2  + 1 
                                                                                                                                                                    

α) Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                                                                                                                             
β) Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη                                                   

f  e3− x(x2 + 1  =  
 e2  

5
     ϋχει ακριβώσ μια ρύζα.          

( ΘΕΜΑ  2015    

19.130 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex−1 − lnx  .                 
Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ f .                                                          
( ΘΕΜΑ  2015 Ε   
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19.131 Δύνεται η ςυνεχόσ  f(x =  
x2 + 1 ,         x ≥ 1    

ex−1 + x ,    x < 1   
                                     

α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι γνηςύωσ αύξουςα και                                 
να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ.                                                                                 
β  Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x = 0 ϋχει                                     
μοναδικό ρύζα  x0  , η οπούα εύναι αρνητικό .                                
γ  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f 2(x − x0f(x) = 0                                       
εύναι αδύνατη ςτο (x0 , +∞    ( ΘΕΜΑ  2019 ) 

 

Ζ.  υνδυαςτικϋσ  Αςκόςεισ  ςτα                                
Ακρότατα 

19.132 Δύνεται η  f ∶ ℝ → ℝ  με                                                    
f(x > 0  ,   (f ′(x) 2 ≠ f(x)f ′′ (x)  .                                                                                                    
Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  g(x) = lnf(x)  ϋχει                                                       
το πολύ ϋνα ακρότατο  .  

19.133 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο [α , β] ,                 
παραγωγύςιμη ςτο (α , β  . Αν η ςυνϊρτηςη f  ϋχει                                                
ςύνολο τιμών  το  [−1 , 2]  και  f(α) = 0 , f(β = 1                       
να δεύξετε ότι :                                                                                                                                
α) ∃ x1  , x2 ∈ (α, β ∶  f ′(x1 = f ′(x2 = 0  .                                                                                                                                                                           
β) Η εξύςωςη  f ′(x = (x2 +  1 f(x   ϋχει μια                          
τουλϊχιςτον ρύζα ςτο (α , β  αν η  f ′  εύναι ςυνεχόσ                                                                                    

19.134 Έςτω η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                           
 f: [1 , 4] → ℝ  με  f(2 < 𝑓(1 < 𝑓(4 < 𝑓(3) .                                        
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                         
α  η ςυνϊρτηςη f παρουςιϊζει ϋνα ολικό ελϊχιςτο                                 
και ϋνα ολικό μϋγιςτο                                                                                            
β  ∃ x0 ∈ (1 , 4 ∶   f ′′ (x0 = 0   

19.135 Έςτω η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                              
 f: [0 , 3] → ℝ  με  f(1) < 𝑓(0) < 𝑓(3) < 𝑓(2)                                                      
Να αποδεύξετε ότι :  ∃ x0 ∈ (0 , 3 ∶   f ′′ (x0 = 0   

19.136 Έςτω η ςυνϊρτηςη   f: [α ,β] → ℝ  και                                                                                    
γ , δ ∈ (α ,β  ώςτε   f(γ  <  𝑓(α  <  𝑓(β  <  𝑓(δ                                              
Αν η f εύναι 2 φορϋσ  παραγωγύςιμη , να δεύξετε ότι                                                                 
η εξύςωςη  f ′′ (x =0  ϋχει μια τουλϊχιςτον                                                        
λύςη ςτο (α , β   . 

19.137 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  οριςμϋνη και δύο                                         
φορϋσ παραγωγύςιμη ςτο [1, 3] με                                                              
f(1 = 2 και f(3 = 4 και ςύνολο τιμών το [−1 , 5].                                 
Να δεύξετε :                                                                                                                 
α  ∃ x1  , x2 ∈ (1,3 ∶  f ′(x1 = f ′(x2 = 0                                            
β  ∃ x0 ∈ (1 , 3 ∶   f ′′ (x0 = 0   

 

 

19.138 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  τρεισ φορϋσ 
παραγωγύςιμη ώςτε να ιςχύει  2f(x ≥ f(1 + f(2 ,     
με  x ∈ ℝ . Να δεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                                                               
α)  f(1) = f(2)                                                                                                                                                                                                                          
β) ∃ x0 ∈ (1 , 2 ∶   f ′′′ (x0 = 0  .                                                                                                                                                                                       
γ)  η εξύςωςη  f ′′ (x) = f  ′(x  ϋχει τουλϊχιςτον                          
δύο λύςεισ  ςτο (1 , 2  . 

19.139 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  τρεισ φορϋσ 
παραγωγύςιμη ώςτε να ιςχύει  2f(x ≥ f(3 + f(4 , 
 x ∈ ℝ . Να δεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                                                               
α)   f(3) = f(4)                                                                                                                                                                                                                          
β) υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα  ξ ∈ (3 , 4  τϋτοιο, 
ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf ′′  ςτο ςημεύο                                  
Μ(ξ , f ′′ (ξ    να εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x 

19.140 Έςτω η ςυνϊρτηςη  f ∶ [1 , 4] → ℝ δύο 
φορϋσ παραγωγύςιμη ώςτε                                                                          
f(2 < 𝑓(1 < 𝑓(4 < 𝑓(3  .  Να δεύξετε ότι :                                                                                                                                                                                                                                         
α) η εξύςωςη  f  ′(x  =0  ϋχει δύο τουλϊχιςτον 
λύςεισ ςτο (1 , 4) .                                                                                                                      
β) η εξύςωςη  f ′′ (x) +2x f  ′(x  =0  ϋχει μια 
τουλϊχιςτον λύςη ςτο (1 , 4  . 

19.141 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη 

f ∶ ℝ → ℝ με  f(x ≤ 2 − x +  
 f(1  +  f(3  

2
   ,  x ∈ ℝ .                                               

Να δεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                          
α   f(1 − f(3 = 2  .                                                                                                                                                                                                                 
β)  η εξύςωςη  f  ′(x) = −1 ϋχει τουλϊχιςτον τρεισ 
διαφορετικϋσ πραγματικϋσ ρύζεσ  .  

19.142 Έςτω η ςυνϊρτηςη  f ∶ [1 , 4] → ℝ ,                                           
με ςυνεχό   f  ′  ςτο [1 , 4] , η οπούα ϋχει ςύνολο 
τιμών το [−3 , 2]  και  f(1) = −2 , f(4) = 1  .                                    
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                           
α) υπϊρχει μύα τουλϊχιςτον εφαπτομϋνη τησ  
Cf   κϊθετη ςτην ευθεύα ζ : 2x + 2y − 2020 = 0 .                                                                       
β  η εξύςωςη  f  ′(x   =0   ϋχει δύο τουλϊχιςτον 
λύςεισ ςτο (1 , 4     .                                                                                                                         
γ) η εξύςωςη   f ′(x = (ex + x2 ∙ f(x   ϋχει μύα 
τουλϊχιςτον λύςη ςτο (1 , 4  . 

19.143 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f ∶ ℝ → ℝ δύο φορϋσ 
παραγωγύςιμη ώςτε να ιςχύει                                                               
f(1 = f(3   ,  f ′′ (x > 0 , x ∈ ℝ . Να δεύξετε ότι η                                        
ςυνϊρτηςη  f  παρουςιϊζει μοναδικό τοπικό                                           
ακρότατο , του οπούου να βρεύτε  το εύδοσ .  
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19.144 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  οριςμϋνη και δύο                                         
φορϋσ παραγωγύςιμη ςτο ℝ , τησ οπούασ η                            
εφαπτόμενη τησ  Cf   ςτο Α(4 , f(4)) εύναι κϊθετη                                          
ςτην ευθεύα  ε: 3y = −x + 2 . Επιπλϋον ιςχύει                                       
f(ex ≤ x3 + 2x2 + f(1) ,  x ∈ ℝ. Να δεύξετε ότι :                                    
α  η  εφαπτόμενη τησ  Cf   ςτο Μ(1 , f(1))  εύναι                       
παρϊλληλη ςτον ϊξονα  x’x                                                                   
β  η εξύςωςη   f ′′ (x = 1 ϋχει μια τουλϊχιςτον                                                 
ρύζα ςτο (1 , 4  .                 

19.145  Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f ∶ ℝ →  ℝ δύο                                       
φορϋσ παραγωγύςιμη με ςυνεχό δεύτερη                                         

παρϊγωγο ώςτε να ιςχύει ef(x + x = f f(x  + ex                                                     

x ∈ ℝ  και  f ′  (0 = 1 . Να δεύξετε ότι  :                                                                 
α) η  f  δεν παρουςιϊζει ακρότατο ςτο   ℝ                                                                                                                                             
β)  η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα ςτο  ℝ                                                            
( ΘΕΜΑ  2016   

19.146 Δύνεται η γραφικό παρϊςταςη τησ                                         
ςυνϊρτηςησ f. 

 
 

 

 

 

 

 

 

α  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού και το                                                        
ςύνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                                                                    
β Να βρεύτε , αν υπϊρχουν , τα όρια :                                                                    
lim
x→1

f(x) ,  lim
x→3

f(x) , lim
x→5

f(x) ,  lim
x→7

f(x) ,  lim
x→9

f(x)                                            

γ  Να βρεύτε , αν υπϊρχουν , τα όρια :                                                                                      

lim
x→2

 
1

 f(x  
   ,  lim

x→6
 

1

 f(x  
   ,  lim

x→8
 f  f (x                                                                                   

δ  Να βρεύτε τα ςημεύα ςτα οπούα η  f   δεν εύναι                                   
ςυνεχόσ                                                                                                           
ε  Να βρεύτε τα ςημεύα  x0  του πεδύου οριςμού                                     
τησ f ώςτε να ιςχύει  f ′(x0 = 0                                                                         
( ΘΕΜΑ  2016 Ε   

 

 

 

19.147 Δύνεται η f(x =

 
 

 
 lnx 

x
+  1  ,    0 < x < 1

1   ,                        x = 1
 lnx 
x−1

  ,                   x > 1

                                                                                                                 

α  Να αποδεύξετε ότι το  x0 = 1 εύναι το μοναδικό                  
κρύςιμο ςημεύο τησ  f    .                                                                                 
β  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x) = 0 ϋχει                                          
μοναδικό ρύζα ςτο  (0, +∞     ( ΘΕΜΑ  2016 Ε   

19.148 Δύνεται η   f(x =  
 x43

  , x ∈ [−1 , 0)

ex ∙ ημx  , x ∈ [0 ,π]
                                                                                                     

α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι ςυνεχόσ                                                       
ςτο [−1 , π] και να βρεύτε τα κρύςιμα ςημεύα τησ                            
β  Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα και                                     
τα ακρότατα και να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ                                         
γ  Να λύςετε την εξύςωςη                                                                                            

16 ∙ e−
3π
4 ∙ f(x − e−

3π
4 ∙ (4x − 3π 2 = 8 2                                                                     

( ΘΕΜΑ  2017 ) 

 

 

Η.  Προβλόματα  Μεγύςτων – 
Ελαχύςτων 

19.149 Από όλα τα ορθογώνια παραλληλόγραμμα 
με εμβαδόν  16  cm2  να βρεύτε τισ διαςτϊςεισ 
εκεύνου που ϋχει την μικρότερη περύμετρο . 

19.150 Να αποδεύξετε ότι από όλα τα οικόπεδα 
ςχόματοσ ορθογωνύου με εμβαδόν 400 m2 , το 
τετρϊγωνο χρειϊζεται την μικρότερη περύφραξη     
(χολικό  

19.151 Από όλα τα ορθογώνια παραλληλόγραμμα 
με περύμετρο 16 , να βρεύτε τισ διαςτϊςεισ εκεύνου 
που ϋχει το μεγαλύτερο εμβαδόν .  

19.152 Με ςυρματόπλεγμα μόκουσ 80 m θϋλουμε 
να περιφρϊξουμε οικόπεδο ςχόματοσ ορθογωνύου 
Να βρεύτε τισ διαςτϊςεισ του οικοπϋδου που ϋχει 
το μεγαλύτερο εμβαδόν  (χολικό  

19.153 Ένα οικόπεδο ςχόματοσ ορθογωνύου 
παραλληλογρϊμμου ϋχει περύμετρο  400 m .                                      
Αν το μόκοσ του εύναι  x  m , τότε να βρεύτε για                                                    
ποια τιμό του  x  το εμβαδόν του οικοπϋδου                                           
γύνεται μϋγιςτο , καθώσ και ποια εύναι η μϋγιςτη                                       
τιμό του εμβαδού . 
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19.154 Δύνεται ϋνα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο                                        
με περύμετρο 20 cm και μόκοσ  x cm . Να βρεύτε                                       
για ποια τιμό του x η διαγώνιοσ του                                           
παραλληλογρϊμμου ϋχει το ελϊχιςτο μόκοσ  . 

19.155 Δύνεται τετρϊγωνο ΑΒΓΔ του παρακϊτω                     
ςχόματοσ  με πλευρϊ 2 cm. Αν το τετρϊγωνο ΕΖΗΘ                   
ϋχει τισ κορυφϋσ του ςτισ πλευρϋσ του ΑΒΓΔ,                                
να βρεύτε το x  ώςτε το εμβαδόν του ΕΖΗΘ                                                    
να γύνει ελϊχιςτο. (χολικό  

 

 

 

 

19.156 Με ϋνα ςύρμα μόκουσ 4 m καταςκευϊζουμε              
ϋνα ιςόπλευρο τρύγωνο πλευρϊσ  x m και ϋνα               
τετρϊγωνο πλευρϊσ  y m  . Να βρεύτε:                                                                                                   
α  το ϊθροιςμα των εμβαδών των δύο                          
ςχημϊτων ςυναρτόςει τησ πλευρϊσ x                                                                                          
β  για ποια τιμό του x το εμβαδόν γύνεται ελϊχιςτο                                                  
(χολικό   

19.157 Ο ςτύβοσ του κλαςικού αθλητιςμού                                      
αποτελεύται από ϋνα ορθογώνιο και δύο ημικύκλια                                                                       
Αν η περύμετροσ του ςτύβου εύναι 400 m , να                                     
βρεύτε τισ διαςτϊςεισ του, ώςτε το εμβαδόν του                                                                 
ορθογωνύου μϋρουσ του, να γύνεται μϋγιςτο . 

                           

 

                                            
(χολικό  

19.158 Μια ώρα μετϊ τη λόψη  x mgr ενόσ                             
αντιπυρετικού, η μεύωςη τησ θερμοκραςύασ ενόσ                        
αςθενούσ δύνεται από την ςυνϊρτηςη                                               

T(x = x2 − 
x3  

4
  , 0 < 𝑥 < 3. Να βρεύτε ποια πρϋπει                     

να εύναι η δόςη του αντιπυρετικού, ώςτε ο                                            
ρυθμόσ μεταβολόσ τησ μεύωςησ τησ θερμοκραςύασ                                                             
να γύνει μϋγιςτοσ   (χολικό   

19.159 Δύνονται τα ςημεύα  Α(2 ,−κ ,Β(κ + 1 , 3)                               
με κ ∈ ℝ . Να βρεύτε την τιμό του κ ώςτε η                                         
απόςταςη των ςημεύων να εύναι ελϊχιςτη, καθώσ                                            
και την απόςταςη αυτό. 

 

19.160 Δύνεται η  f(x = ex2−4αx+16α  με  α ∈ ℝ  .                                                                                                                   
α) Να αποδεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη  f  παύρνει                                     
ελϊχιςτη τιμό .                                                                                                           
β) Να βρεύτε για ποια τιμό του  α ∈ ℝ  ,                                                  
η  ελϊχιςτη τιμό τησ  f  γύνεται μϋγιςτη . 

19.161 Δύνεται η  f(x = 8lnx + x2 − 3x + 2 .                                    
Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο Μ τησ γραφικόσ                                      
παρϊςταςησ   τησ  f  , ο ςυντελεςτόσ διεύθυνςησ                                       
τησ εφαπτομϋνησ γύνεται  ελϊχιςτοσ  . 

19.162 Δύνεται η  f(x = −x3 + 6x2 − 9x + 1 .                                                     
Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο Μ τησ γραφικόσ                                   
παρϊςταςησ  τησ  f  , ο ςυντελεςτόσ διεύθυνςησ                                   
τησ εφαπτομϋνησ γύνεται μϋγιςτοσ  . 

19.163 Δύνεται η   f(x = 2x3 − 6x2 + 8x + 1 .                                       
Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο Μ τησ γραφικόσ                                  
παρϊςταςησ  τησ  f  , ο ςυντελεςτόσ διεύθυνςησ                                            
τησ εφαπτομϋνησ γύνεται ελϊχιςτοσ   

19.164 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x2 + 2lnx .                            
Να βρεύτε για ποια τιμό του x, ο ρυθμόσ μεταβολόσ                       
τησ f  ωσ προσ  x ,  γύνεται ελϊχιςτοσ .  

19.165 Δύνεται η   f(x = αx3 + βx2 − 4 τησ οπούασ  
η  Cf   εφϊπτεται ςτον ϊξονα x’x ςτο Α(−2 , 0)                    
α  Να δεύξετε ότι  α = 1  και  β = 3                                        
β  Να μελετόςετε την f ωσ προσ την μονοτονύα                    
και τα ακρότατα                                                                       
γ  Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο Μ τησ  Cf ,                                            
ο ςυντελεςτόσ διεύθυνςησ τησ εφαπτομϋνησ 
γύνεται ελϊχιςτοσ   

19.166 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x =  x2 + 1  και                         
το ςημεύο Α(2 , 0 . Να βρεύτε ςημεύο Μ τησ Cf  που                                    
απϋχει από το ςημεύο Α τη μικρότερη απόςταςη. 

19.167 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x =  x  και                         

το ςημεύο Α(
9 
2

 , 0).                                                                               

α  Να βρεύτε ςημεύο Μ τησ Cf  που απϋχει από το 
ςημεύο Α τη μικρότερη απόςταςη                                                                     
β  Να δεύξετε ότι η εφαπτόμενη τησ  Cf  ςτο Μ εύναι  
κϊθετη ςτην ΑΜ   (χολικό      
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 Absolute  Extrema                                       
Ολικϊ Ακρότατα 

Local  Extrema                                  
Σοπικϊ Ακρότατα 

 

19.168 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 − 3x + 2                                       
και ϋςτω (ε  η εφαπτομϋνη τησ γραφικόσ τησ                                  

παρϊςταςησ  ςτο ςημεύο τησ  A 2 , f(2   .                                                            

Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ ενόσ ςημεύου M(x , y)                   
τησ εφαπτομϋνησ (ε    ϋτςι  ώςτε  η απόςταςη                                           
του Μ από την αρχό των αξόνων να                                                                          
γύνεται ελϊχιςτη  .   

19.169 Σο κόςτοσ τησ ημερόςιασ παραγωγόσ                                             
x  μονϊδων ενόσ προώόντοσ εύναι                                                                                          
K(x = x2 + 50x + 100    ςε ευρώ με  0 ≤ x ≤ 150 .                                           
Η εύςπραξη από την πώληςη μιασ μονϊδασ                                           
προώόντοσ εύναι   450−x ςε ευρώ . Να βρεύτε                                                
την ημερόςια παραγωγό  x  του εργοςταςύου για                                    
την οπούα το κϋρδοσ  εύναι μϋγιςτο και πόςο                                                           
εύναι αυτό                             

19.170 Σο κόςτοσ τησ ημερόςιασ παραγωγόσ                                                  
x  μονϊδων ενόσ προώόντοσ εύναι                                                                                          

K(x =
 1 
3

x3 − 20x2 + 600x + 1000    ςε ευρώ                                                      

με  6 ≤ x ≤ 50  . Η εύςπραξη από την πώληςη                                     
μιασ μονϊδασ προώόντοσ εύναι   420 − 2x ςε ευρώ .                               
Να βρεύτε την ημερόςια παραγωγό  x  του                                
εργοςταςύου για την οπούα το κϋρδοσ  εύναι                                               
μϋγιςτο και πόςο εύναι αυτό  

 19.171 Σο κόςτοσ τησ ημερόςιασ παραγωγόσ                                  
x  μονϊδων ενόσ προώόντοσ εύναι                                                                                          

K(x =
 1 
3

x3 − 20x2 + 600x + 1000    ςε ευρώ                                                      

με  0 ≤ x ≤ 105  . Η εύςπραξη από την πώληςη                        
μιασ μονϊδασ προώόντοσ εύναι   420x − 2x2  ςε ευρώ         .                               
Να βρεύτε την ημερόςια παραγωγό  x  του                                
εργοςταςύου για την οπούα το κϋρδοσ  εύναι                                               
μϋγιςτο και πόςο εύναι αυτό (χολικό  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

19.172 Δύνεται το 
τετρϊγωνο ΑΒΓΔ του 
διπλανού ςχόματοσ με 
πλευρϊ 2 cm . Αν το 
τετρϊγωνο ΕΖΗΘ                                        
ϋχει τισ κορυφϋσ του 
ςτισ πλευρϋσ του 
ΑΒΓΔ :                                                                                                  
α  Να εκφρϊςετε την πλευρϊ ΕΖ ςυναρτόςει του x                                                                         
β  Να αποδεύξετε ότι το εμβαδό του τετραγώνου                                                             
ΕΖΗΘ δύνεται από την ςυνϊρτηςη                                                                                                          
f(x = 2x2 − 4x + 4 , 0 ≤ x ≤ 2                                                                                    
γ  Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του x  το εμβαδό του 
τετραγώνου ΕΖΗΘ γύνεται ελϊχιςτο και για                                                                                    
ποιεσ μϋγιςτο                                                                                        
δ  Να εξετϊςετε αν υπϊρχει  x0 ∈ [0 , 2], για το 
οπούο το εμβαδόν f(x0  του αντύςτοιχου 
τετραγώνου ΕΖΗΘ ιςούται με  4ex0 + 1  cm2                     
( ΘΕΜΑ 2017 Ε   

19.173 Ένα ςύρμα μόκουσ 8 m το κόβουμε ςε δύο 
τμόματα. Με το ϋνα από αυτϊ, μόκουσ  x m  
καταςκευϊζουμε τετρϊγωνο και με το ϊλλο κύκλο. 
α  Να αποδεύξετε ότι το ϊθροιςμα των εμβαδών 
των δύο ςχημϊτων εύναι :                                                 

E(x =  
 (π+4 x2− 64x + 256 

16π
     με   0 < x < 8                              

β  Να αποδεύξετε ότι το ϊθροιςμα των εμβαδών   
των δύο ςχημϊτων ελαχιςτοποιεύται, όταν η 
πλευρϊ του τετραγώνου ιςούται με την διϊμετρο 
του κύκλου                                                                                                
γ  Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει μόνο ϋνασ τρόποσ με 
τον οπούο μπορεύ να κοπεύ το ςύρμα μόκουσ 8 m , 
ώςτε το ϊθροιςμα των εμβαδών των δύο 
ςχημϊτων να ιςούται με  5 m2  ( ΘΕΜΑ 2018  ) 
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Α.  Εύρεςη  Κυρτότητασ -                                                              
ημεύων  Καμπόσ 

20.1 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα και                                                  
τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f(x = x3 − 3x2 + x 

20.2 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα και                                       
τα .Κ. την  f(x = x4 + 2x3 − 12x2 − 5x + 4  

20.3 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα και                                               
τα .Κ. την ςυνϊρτηςη f(x = x4 − 6x2 + 7x − 2   

20.4 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα και                                               
τα .Κ. την ςυνϊρτηςη f(x = x4 − 4x3  

20.5 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα και                                               

τα .Κ. την ςυνϊρτηςη f(x = 
x4

 4 
 −6x2 

20.6 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα και                                               

τα .Κ. την ςυνϊρτηςη f(x = x2 + 
8

x 
 

20.7 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα και                                               

τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f(x = 
x

 1 − x2  
 

20.8 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα και                                               

τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f(x = 
x

 x2  − 4 
 

20.9 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα και                                               
τα .Κ τισ ςυναρτόςεισ :                                                                        

α  f(x = 3x5 − 5x4 + 2   β  f(x = 
3x2− 2

 x3  
                                               

(χολικό  

20.10 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                                      
τα .Κ. τισ ςυναρτόςεισ:                                                                                                              

α  f(x = x ∙ e1−x      β  f(x =  x2 ∙ ( 2lnx − 5                                           
(χολικό  

20.11 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                              
τα .Κ. την ςυνϊρτηςη   f(x = x ∙ e−x 

20.12 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                              
τα .Κ. την ςυνϊρτηςη   f(x = (x + 2) ∙ e−x 

 

 

 

 

 

20.13 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                                        
τα .Κ. την ςυνϊρτηςη   f(x = ln(x2 + 4  

20.14 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                              
τα .Κ. την ςυνϊρτηςη   f(x = ex (x2 − 4x + 5  

20.15 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                          
τα .Κ. την ςυνϊρτηςη   f(x = (x + 1 ∙ lnx 

20.16 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                              

τα .Κ. την ςυνϊρτηςη   f(x = x − 2lnx − 
1

 x  
 

20.17 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                                      
τα .Κ. τισ ςυναρτόςεισ:                                                                                                              

α  f(x = e−x2
     β  f(x =  εφx  , x ∈  −

π
 2 

, π
 2 

                                           

(χολικό  

20.18 Να βρεύτε τα ςημεύα καμπόσ τησ                                                          

f(x = 
x

 x2  + 1 
  και να δεύξετε ότι δύο από αυτϊ 

εύναι ςυμμετρικϊ ωσ προσ το τρύτο   (χολικό  

20.19 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                          

τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f(x = 2x + x ∙ lnx − ex−1 

20.20 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα και                                                  
τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f(x = ln3x 

20.21 Να αποδεύξετε ότι  ∀α ∈ (−2 , 2  η 
ςυνϊρτηςη f(x = x4 − 2αx3 + 6x2 + 2x + 1  εύναι 
κυρτό ςε όλο το ℝ  (χολικό  

20.22 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα και                                                  

τα .Κ. την  f(x =  
−3x2 + 1 ,           x < 0

−x3 + 3x2 + 1 , x ≥ 0
     

(χολικό  

20.23 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα και                                                  

τα .Κ. την  f(x =  
−x2 + 5 ,           x < 0

−x3 + x2 + 5 , x ≥ 0
  

20.24 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα και                                                  

τα .Κ. την  f(x =  
2x3 − 9x2 + 12x ,   x < 2

2x3 − 12x2 + 12x , x ≥ 2
  

 

20. Κυρτότητα  υνϊρτηςησ 
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20.25 Δύνεται παραγωγύςιμη   f ∶ ℝ → ℝ                                        
με  f(0) = 0 και  f ′(x + f(x = e−x . Να βρεύτε :                                                  
α  τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                    
β  την μονοτονύα και τα ακρότατα τησ  f                                                                                                                                       
γ  το ςύνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                                                 
δ  την κυρτότητα και τα ςημεύα καμπόσ τησ f                       

20.26 Δύνεται παραγωγύςιμη   f ∶ (0 , +∞ → ℝ                                        

με  f(e) = e2 και f ′(x = 
2f(x)

x 
 −2x  , x > 0                                                      

α  Να δεύξετε ότι η  g(x = 
f(x)

x2  
 +2lnx , x > 0                                            

εύναι ςταθερό .                                                                                      
β  Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ                                                              
γ  Να μελετόςετε την f ωσ προσ την κυρτότητα                                                          
και τα ςημεύα καμπόσ .                                                                                                                                              

20.27 το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό                        
παρϊςταςη τησ παραγώγου μιασ ςυνϊρτηςησ f .                             
Να βρεύτε :                                                                                                                                               
α  τη μονοτονύα και τα ακρότατα  τησ  f                                                 
β  την κυρτότητα και τα .Κ. τησ  f 

 

 

 

 

 

20.28 το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό                         
παρϊςταςη τησ παραγώγου μιασ ςυνϊρτηςησ f .                                            
Να βρεύτε :                                                                                                     
α  τη μονοτονύα και τα ακρότατα  τησ  f                                                      
β  την κυρτότητα και τα .Κ. τησ  f           

 

          

 

 

 

 

 

 

 

20.29 το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό                   
παρϊςταςη τησ παραγώγου μιασ ςυνϊρτηςησ f .                                               
Να βρεύτε :                                                                                                                    
α  τη μονοτονύα και τα ακρότατα  τησ  f                                                               
β  την κυρτότητα και τα .Κ. τησ  f (χολικό                                                                                                                 

 

 

20.30 το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό                                  
παρϊςταςη τησ παραγώγου μιασ ςυνϊρτηςησ f .                                               
Να βρεύτε :                                                                                                                             
γ  τη μονοτονύα και τα ακρότατα  τησ  f                                                               
δ  την κυρτότητα και τα .Κ. τησ  f 
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20.31 το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό                                        
παρϊςταςη τησ παραγώγου μιασ ςυνϊρτηςησ f .                                               
Να βρεύτε :                                                                                                               
α  τη μονοτονύα και τα ακρότατα  τησ  f                                                                 
β  την κυρτότητα και τα .Κ. τησ  f                                                                        

γ  το  lim
h→0

 
f(2+h −f(2)

h
                                                                                                 

δ  Να δεύξετε ότι υπϊρχει  ξ ∈ (4 , 9  τϋτοιο ,ώςτε:                                          

f ′′(ξ = 
1

5
         

 

20.32 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                          

με   ef(x) + f(x = x , x ∈ ℝ . Να δεύξετε ότι η f                                                                  
εύναι γνηςύωσ αύξουςα και κούλη . 

20.33 Δύνεται η f(x = x3 − 3x2 + 2Να δεύξετε:                                                                     
α  η f παρουςιϊζει ϋνα τοπικό μϋγιςτο, ϋνα τοπικό                              
ελϊχιςτο και ϋνα ςημεύο καμπόσ                                                                      
β  τα ςημεύα Α , Β , Γ με τετμημϋνεσ  x1 , x2  τισ                                   
θϋςεισ των τοπικών ακροτϊτων και x3 τη θϋςη                          
του ςημεύου καμπόσ αντύςτοιχα,                                                                         
εύναι ςυνευθειακϊ.       (χολικό  

20.34 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                                                 
τα .Κ. την ςυνϊρτηςη    f(x = x5 + x3 + x                                                         
( ΘΕΜΑ  2003                                                                                                    

20.35 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                     
τα .Κ.  την   f(x = x2 ∙ lnx  ( ΘΕΜΑ  2006   

20.36 Δύνεται η  f(x = x3 − 3x − 2ημ2θ  ,                                                         

θ ≠ κπ + 
 π  

2
 μια ςταθερϊ .                                                                                     

Να δεύξετε ότι η  f  ϋχει  ϋνα ςημεύο καμπόσ .                                 
( ΘΕΜΑ  2007                                                                                            

20.37 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                           
τα .Κ.  την ςυνϊρτηςη  f(x = ex − ln(x + 1)                                           
( ΘΕΜΑ  2009   

 

20.38 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                                 
τα .Κ. την ςυνϊρτηςη     f(x = 2x + ln(x2 + 1)                                     
( ΘΕΜΑ  2010   

20.39 Να δεύξετε ότι η  f(x = ln(ex − x   ϋχει                                                            
ακριβώσ δύο ςημεύα καμπόσ .   ( ΘΕΜΑ  2011   

20.40 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                                          
τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f(x = x − ln( ex + 1                                               
( ΘΕΜΑ  2014   

20.41 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                                  

τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f(x = ln x +  x2 + 1                                           

( ΘΕΜΑ  2015   

20.42 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                            

τα .Κ. την  f(x =  
x2

 x2  + 1 
   ( ΘΕΜΑ  2016   

20.43 Αν  f(x)= ex2
−  x2 −  1 , να δεύξετε ότι                                                

η  f  εύναι κυρτό .                ( ΘΕΜΑ  2016       

20.44 Αν  f(x)= 
ex

ex +1
  , να μελετόςετε την f                                                          

ωσ προσ τη μονοτονύα , τα ακρότατα ,                                                                                            
την κυρτότητα  και τα ςημεύα καμπόσ                                                                  
( ΘΕΜΑ  2017 ) 

20.45 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτότητα  και                                              

τα .Κ. την  f(x = x −  
4

  x2   
     ( ΘΕΜΑ  2018 )                

20.46 Δύνεται η  f(x = 2ex−α − x2  , α > 1.                                       
Να δεύξετε ότι η  Cf   ϋχει ακριβώσ ϋνα                                                                              
ςημεύο καμπόσ  ( ΘΕΜΑ  2018 ) 

 

Β.  Εύρεςη  Παραμϋτρων  ςτην                                              
Κυρτότητα 

20.47 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = e2x − 2αx2.                   
Να βρεύτε το α ώςτε η f  να ϋχει θϋςη ςημεύου 
καμπόσ ςτο 1 

20.48 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = αx3 + βx2 .                                                  
Να βρεύτε τα α , β ώςτε η  Cf   να ϋχει ςημεύο                                           
καμπόσ το Α(−1 , 4) 

20.49 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 + αx2 + βx .                                  
Να βρεύτε τα α , β ώςτε η  Cf   να ϋχει ςημεύο                                     
καμπόσ  το Α(1 , 0) 
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20.50 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = αx2 − ln2 x + β                                           
Να βρεύτε τα α , β ώςτε η  Cf   να ϋχει ςημεύο                                  
καμπόσ το Α(1 , 5  

20.51 Δύνεται η  f(x = x4 − αx3 + βx2 + 2 .                                                        
Να βρεύτε τα α , β ώςτε η  Cf   να ϋχει καμπό                                                            
για  x = 1  και  x = 2  

20.52 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = αx3 + βx2 + 6x                                              
Αν η  f  παρουςιϊζει ακρότατο ςτο  −1                                                                                                          

και καμπό ςτο  
 1 

2
  , να βρεύτε τα α , β . 

 

Γ.  Κυρτότητα  και  Εφαπτομϋνη 

 20.53 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = e2x + x4   .                                                                                                                                                          
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                                 
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 0                                                                                                                                                         

γ) Να δεύξετε ότι  
2017 + 2x − x4

e2x  + 2016
 ≤ 1 

20.54 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = e2x − x .                                                                                                                                                          
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                                 
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 0                                                                                                                                                         

γ) Να δεύξετε ότι    e2x ≥ 1 + 2x ,  x ∈ ℝ   

20.55 Δύνεται  f ∶ (−∞ , 0] → ℝ  με  f(x = 
x2

ex                                                                                                       

α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                                  
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf  ςτο x0 = −1                                                                                                                                                                                   
γ) Να δεύξετε ότι  f(x + 2e + 3ex ≥ 0 

20.56 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex + x ∙ lnx                                                                                                                       
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                 
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                                                                         
γ) Να δεύξετε ότι  f(x − e ∙ x ≥ x − 1  

20.57 Δύνεται η f(x = (x +  α ∙ lnx 2  ,   α ∈ ℝ .                                                          
Η εφαπτομϋνη (ε  τησ  Cf  ςτο Α(1 , f(1   εύναι                                                                   
παρϊλληλη ςτην ευθεύα ζ : 8x − 2y + 2020 = 0.                                                                                                                                                            
α) Να βρεύτε τον αριθμό α και την εξύςωςη                                               
τησ εφαπτομϋνησ (ε                                                                                                                           
β)  Να μελετόςετε την f ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                                              
γ) Να δεύξετε ότι  3 + (x + lnx 2 ≥ 4x   , x > 0 . 

20.58 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = (x + 1 ∙ lnx                                                                                                                     
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                    
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                                                                   

γ) Να δεύξετε ότι  
1

2
 ∙ lnx < 

x − 1

x + 1
 , x ∈ (0 , 1        

 

20.59 Δύνεται η  f(x = (x2 − 4x − 6 ex−1  .                                                                                                                                                                       
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                    
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                                                                   

γ) Να δεύξετε ότι    ex−1 ≥ 
x + 2

 x2 − 4x + 6 
  ,   x ∈ ℝ  . 

20.60 Δύνεται η  f(x = ln(1 − x + 5x − 2.                                                                                                                                                                       
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                    
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 0                                                                                                                                                   
γ) Να δεύξετε ότι    e−x ≥ 1 − x 

20.61 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex+ex
  .                                                                                                                                                                       

α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                    
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 0                                                                                                                                                   

γ) Να δεύξετε ότι  ex+ex−1 ≥ 2x + 1 ,  x ∈ ℝ 

20.62 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x − ln(ex + 1                                                                                                                   
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                    
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 0                                                                                                            
γ  Να λύςετε την εξύςωςη  2f(x = x − ln4                                                                                                                                                    

20.63 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x4 − lnx                                                                                                                                             
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                    
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                            

γ  Να λύςετε την εξύςωςη  x = ex4−3x+2 

20.64 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 
x2+ 3

ex                        

α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                    
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 0                                                                                                            
γ  Να λύςετε την εξύςωςη  f(f(x + 3x − 3 = 3               

δ   Να δεύξετε ότι  
x2

3
  +1 ≥ (x − 1 ex          

20.65 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = 2ex−1 − x + 1                                                                                                               
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                    
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                            
γ  Να δεύξετε ότι    f(x − x ≥ 1                                                                                                                                                  
δ  Να βρεύτε τισ αςύμπτωτεσ τησ  Cf           

20.66 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                                

με  lim
x →1

 
f(x  − 3x

x − 1
 = 4                                                                                                                                                            

α  Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                          
β  Αν η f εύναι κούλη ςτο ℝ , να δεύξετε ότι                                                                     
f(x − 7x + 4 ≤ 0 , x ∈ ℝ     
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20.67 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x =
1
 x 
− lnx   .                                                                                                                                        

α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                    
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                                                                   

γ) Να δεύξετε ότι    lnx ≤ 
1

 x 
 +2x − 3  , ∀ x > 0 .                                                                                                                                       

δ  Να λύςετε την εξύςωςη  xx  ∙ e3x − 2x2 − 1 = 1 

20.68 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞ → ℝ  με                                         

f(1 = 0  και  f ′(x = 1 + 
f(x)

x
  , ∀ x > 0                                                              

α  Να δεύξετε ότι  f(x = x ∙ lnx                                                                                                                                                  
β  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                              
γ  Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                           
δ  Να λύςετε την εξύςωςη  f(x = x − 1                                                                                                                                 

ε  Να βρεύτε το όριο   lim
x → 1

 
1

x∙lnx− x + 1
 

20.69 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                                

με  lim
x →0

 
ημ x ∙ f(x  − x2

 x2+1 − 1
 = 2                                                                           

α  Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f(0  , f ′(0)                                                            
β  Να δεύξετε ότι   f(x ≥ 2x , x ∈ ℝ   

20.70 Αν  f(x = ln 
 1 

x
 και g(x = xln 

 1 

x
  να δεύξετε                                                                              

α  Η Cf  ςτρϋφει τα κούλα προσ τα ϊνω και η  Cg                                        

ςτρϋφει τα κούλα προσ τα κϊτω                                                                               
β  Οι Cf  , Cg   ϋχουν μοναδικό κοινό ςημεύο ςτο                                                          

οπούο ϋχουν κοινό εφαπτόμενη                                                        

γ   xln 
 1 

x
  ≤ ln 

 1 

x
  , x > 0 

20.71 Δύνεται η  f(x =  
 e x – 1 

x
   ,    x ≠ 0

 1  ,              x = 0

   .                                                        

Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                                                                          

ςτο ςημεύο  Α 0 , f(0   . τη ςυνϋχεια ,                                                            

αν εύναι γνωςτό ότι η  f  εύναι κυρτό ,                                                    
να δεύξετε  ότι η  εξύςωςη  2f(x) = x + 2   , x ∈ ℝ                                                                                      
ϋχει ακριβώσ μια λύςη .       ( ΘΕΜΑ  2012 Ε   

20.72 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = −ημx , x ∈ [0 ,π]                                         
και ε : y = x − π  εφαπτομϋνη τησ.                                                                              

Να βρεύτε το  lim
x →π

 
x − ημ x

π  – x − ημ x
    ( ΘΕΜΑ  2017 )                                                                    

20.73 Δύνεται η  f ∶ [0 ,π] →  ℝ με  f(x = 2ημx − x                                           
Να αποδεύξετε ότι ∀x0 ∈ [0 ,π]  η Cf   και η                                                           
εφαπτόμενη ςτο A(x0 , f(x0)  ϋχουν ϋνα μόνο κοινό                                
ςημεύο    ( ΘΕΜΑ  2018 Ε   

 

 

Δ .  Κυρτότητα  και  ϊλλα  Θεωρόματα 

20.74 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                                  
Αν η  f  εύναι κούλη , να δεύξετε ότι                                                                              
2 f(x > 𝑓 (x + 1 +  f(x − 1) , x ∈ ℝ . 

20.75 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x3 + xlnx                                                                      
α  Να μελετόςετε την f ωσ προσ την κυρτότητα                                  
β  Να αποδεύξετε ότι : f (2x +  f(4x > 2𝑓(3𝑥)                                                                                                                                                                              

γ  Να αποδεύξετε ότι :  x2 + lnx ≥ 4 − 
 3 

x
                                                                                                          

20.76 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 2] → ℝ   κυρτό                
και ιςχύουν f(0 = 0 , f(1 = 1                                                                                                    
Να αποδεύξετε ότι  f(2 > 2                                               

20.77 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ. Αν η  f                                                                
εύναι κούλη και  f(1 = f(2 = 0. Να δεύξετε ότι:                                                                                                                                                                                                
α  υπϊρχει μοναδικόσ ξ ∈ (1 , 2 ∶  f ′(ξ = 0                                                                                                                     
β  η f  παρουςιϊζει ολικό μϋγιςτο ςτη θϋςη ξ                                                                                                                                                             
γ  αν επιπλϋον ιςχύει  f ′(1 = 1 ,                                                            
να δεύξετε ότι  f(ξ < 1 

20.78 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                                         
Η f εύναι κυρτό και η εφαπτομϋνη τησ  Cf                                                                               
ςτο Α(0 , f(0   ϋχει εξύςωςη  y = 2x + 4                                                                                                                                                                                    
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f ′(0   , f(0)                                                                                                                                                                              
β) Να αποδεύξετε ότι  f(−3 +  f(3 > 8                                                                                                                                                                      
γ) Να αποδεύξετε ότι   f(x + 2 − f(x > 4, x > 0  

20.79 Έςτω οι ςυναρτόςεισ  f , g ∶ ℝ → ℝ για τισ                                                      
οπούεσ ιςχύει  f ′′ (x < −4f(x + 4f ′(x  , x ∈ ℝ                                                            

και   g(x =  
f(x)

 e  2x  
                                                                                                                                                                                                         

α) Να δεύξετε ότι η g εύναι κούλη ςτο ℝ                                                                                                                                                                        
β) Αν η Cg  εφϊπτεται ςτον ϊξονα x’x                                                       

να δεύξετε ότι   f(x ≤ 0, x ∈ ℝ . 

20.80 Αν η  f  εύναι κυρτό και γνηςύωσ αύξουςα                                              
ςτο ℝ , να αποδεύξετε ότι :                                                                       
α  υπϊρχει  ξ ∈ ℝ ∶ f ′(ξ > 0                                                                               
β  lim

x →+∞
f(x = +∞  

20.81 Δύνεται η  f(x = ln(x + 1 + x − 1                          
Να δεύξετε ότι :                                                                   
α  Η  f  εύναι γνηςύωσ αύξουςα και κούλη                                   
β  f (5x + 2 f(2x > 3f(3x) ,  x > 0                                                                                                                                                                         
γ  υπϊρχει μοναδικό ξ ∈ (3α , 5α   με  α > 0                            
τϋτοιο ώςτε  f (5α + 2 f(2α = 3f(ξ) 
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 Convex  function                                       
Κυρτό  ςυνϊρτηςη 

  Concave  function                                
Κούλη  ςυνϊρτηςη  

Inflection  point                               
ημεύο  καμπόσ 

 

20.82 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                             
για την οπούα ιςχύει  f(0 = 0  και                                                                                                                                
(x2 + 1 2f ′(x = x(2 − x + (x2 + 1 f(x) , x ∈ ℝ                               

α  Να δεύξετε ότι  f(x = 
x2

 x2+ 1
                                                            

β  Να μελετόςετε την f  ωσ προσ τη μονοτονύα                                            
και τα ακρότατα                                                                                                    
γ  Να μελετόςετε την f  ωσ προσ την κυρτότητα                       
και τα ςημεύα καμπόσ                                                                                                  
δ  Να βρεύτε τισ αςύμπτωτεσ τησ  Cf                                                                      
ε  Να δεύξετε ότι υπϊρχει ϋνα τουλϊχιςτον                                                                                                                                          
ξ ∈ (0 , 1   τϋτοιο, ώςτε                                                                                                
f(ξ2 − ξ = (1 − ξ (2ξ − 1 f ′(ξ2 − ξ  

20.83 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex−1 − lnx − x                         
α  Να δεύξετε ότι η f  εύναι κυρτό                                                            

β  Να λύςετε την εξύςωςη  ex−1 = 
  1  

x
                                              

γ  Να βρεύτε το πληςιϋςτερο ςημεύο τησ  Cf   προσ                                        
την ευθεύα  δ: x + y + 1 = 0 , καθώσ και την                                
ελϊχιςτη απόςταςη των ςημεύων τησ  Cf                                                
από την ευθεύα (δ  . 

20.84 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                              
για την οπούα ιςχύει  f 3(x + 4f(x = 4x                                                
α  Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα                                      
και το πρόςημο                                                                                          
β  Να ορύςετε την αντύςτροφη                                                                           
γ  Να μελετόςετε την f  ωσ προσ την κυρτότητα                       
και τα ςημεύα καμπόσ                                                                              
δ  Να λύςετε την ανύςωςη                                                                                   

f−1 e1−x − x + 2 + e1−x < 6 + 𝑥   

20.85 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                              
για την οπούα ιςχύει  f 3(x + f(x = x                                                
α  Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα                                      
και το πρόςημο                                                                                          
β  Να δεύξετε ότι η f  εύναι δύο φορϋσ                                     
παραγωγύςιμη και να  μελετόςετε την f  ωσ προσ                                              
την κυρτότητα και τα ςημεύα καμπόσ                                                                             

γ  Να βρεύτε το όριο  lim
x →0−

 
ex

f(x) – x 
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21.1 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη  f(x = x3 − 3x                                          
και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη 

21.2 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη                                                               
f(x = x3 − 3x2 + 4 και να ςχεδιϊςετε τη                                             
γραφικό τησ παρϊςταςη 

21.3 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη                                                               
f(x = x3 − 3x2 − 9x + 11 και να ςχεδιϊςετε τη                                             
γραφικό τησ παρϊςταςη  (χολικό  

21.4 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη  f(x = x4 − 2x2                                           
και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη                                         
(χολικό  

21.5 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη                                                                  

f(x = 
 x2− x + 2 

x + 1
   και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό                                                    

τησ παρϊςταςη . 

21.6 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη  f(x = 
  x  

x + 1
                                               

και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη 

21.7 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη  f(x = 
  x + 1  

x − 1
                                               

και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη                                          
(χολικό  

21.8 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη                                                                          

f(x = x + 
1

 x  
  και να ςχεδιϊςετε τη                                                 

γραφικό τησ παρϊςταςη . (χολικό  

21.9 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη                                                                          

f(x = x − 1 + 
1

 x – 1 
  και να ςχεδιϊςετε τη                                                 

γραφικό τησ παρϊςταςη . 

21.10 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη  f(x =  
lnx

 x  
                                     

και  να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη .                                  
(χολικό  

21.11 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη                                                                   

f(x = 
 1 + 2lnx  

x
 και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό                                              

τησ παρϊςταςη 

 

 

 

 

21.12 Να μελετόςετε την  f(x = x + ημx                                          
και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη ςτο 
διϊςτημα  [−π ,π]      (χολικό  

21.13 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
 αx2  + βx + 4 

x − 1
     ,                                                            

α , β ∈ ℝ  τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη                                                                                 
ϋχει αςύμπτωτη ςτο  +∞ ςτην ευθεύα  y = − x + 2                                                                                                                                                          
α  Να βρεύτε τα  α , β                                                                                                                                                                                      
β  Να μελετόςετε την  ςυνϊρτηςη  και να                                             
ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη . 

21.14 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
 αx2  + βx + 9 

x − 1
     ,                                                            

α , β ∈ ℝ  τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη                                                                                 
ϋχει αςύμπτωτη ςτο  +∞ ςτην ευθεύα  y = 2x − 7                                                                                                                                                           
α  Να βρεύτε τα  α , β                                                                                                                                                                                      
β  Να μελετόςετε την  ςυνϊρτηςη  και να                                             
ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη . 

21.15 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                      

ώςτε  f  3 = 2, 2xf(x + x2f ′(x = −3f ′(x , x ∈ ℝ                                                                                                                                                                  

α  Να βρεύτε τον τύπο τησ  f                                                                                                                                                                         
β  Να μελετόςετε την  f  και να ςχεδιϊςετε                                                        
τη γραφικό τησ παρϊςταςη . 

21.16 Αν για την f ∶ (0 , +∞ → ℝ  ιςχύουν                               

f ′′ (x = − 
2

 x2   
 ,  lim

x →e
f(x = −e ,  lim

x →+∞
 
f(x)

 x  
  = −1          

α  Να βρεύτε τον τύπο τησ  f                                                                                                                                                                         
β  Να μελετόςετε την  f  και να ςχεδιϊςετε                                                        
τη γραφικό τησ παρϊςταςη            

21.17 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
x2

 x2  + 1 
                                                                                                                                       

α  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                
και τα ακρότατα .                                                                                               
β  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα 
και τα ςημεύα καμπόσ .                                                                                            
γ  Να βρεύτε τισ αςύμπτωτεσ τησ  f                                                                                                                                                           
δ  Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη            
( ΘΕΜΑ  2016 ) 

 

 

21. Γραφικό  Παρϊςταςη  υνϊρτηςησ 
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 Graph of a  function                                       
Γραφικό Παρϊςταςη   
ςυνϊρτηςησ 

  

 

21.18 Αν  f(x)= 
ex

ex +1
  , να μελετόςετε την f                                         

ωσ προσ τη μονοτονύα , τα ακρότατα ,                                             
την κυρτότητα και  τα ςημεύα καμπόσ , να                                            
βρεύτε τισ οριζόντιεσ αςύμπτωτεσ και να                                             
κϊνετε την γραφικό τησ παρϊςταςη                                                               
( ΘΕΜΑ  2017 ) 

21.19  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x −  
4

  x2   
                                                                                                                                        

α  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                               
και τα ακρότατα .                                                                                               
β  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                          
και τα ςημεύα καμπόσ .                                                                                            
γ  Να βρεύτε τισ αςύμπτωτεσ τησ  f                                                                                                                                                           
δ  Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη                                               
( ΘΕΜΑ  2018 ) 

21.20 Δύνεται η ςυνεχόσ  f(x =  
x + 1

x 
  ,   x > 1

x2 + 1   , x ≤ 1   
                  

Να βρεύτε  τισ αςύμπτωτεσ τησ  f  και να ςχεδιϊςετε τη 
γραφικό τησ παρϊςταςη  ( ΘΕΜΑ  2018Ε )                                               
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Οι αρχϋσ τησ ολοκλόρωςησ 
διατυπώθηκαν από Νεύτωνα  και  
Λϊιμπνιτσ  ςτο τϋλοσ του 17ου 
αιώνα. 
Ένασ αυςτηρόσ μαθηματικόσ 
οριςμόσ του ολοκληρώματοσ 
δόθηκε από τον                                        
Γερμανό μαθηματικό                        
Μπϋρναρντ Ρύμαν(1826-1866)  

Σο ςύμβολο τησ ολοκλόρωςησ εύναι 

ϋνα επύμηκεσ  S                                      

Σο S ςημαύνει ϊθροιςμα, από την 
Λατινικό λϋξη sum 

 

 

 

 

 

Α.  Τπολογιςμόσ  Βαςικών                          
Ολοκληρωμϊτων 

22.1 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                                                                   

α  ∫ (x2 − 4x + 3 dx               β)  ∫ (3x2 − 4x dx
1

−2

2

1
     

 γ) ∫ (4x3 − 6x2 + 2x dx           δ)  ∫  x dx
9

4

−1

−2
 

22.2 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :                                                                                                                                          

α)∫ (ex + x dx
1

0
            β) ∫ (2ημx + 3ςυνx 

π
 2  

0
dx                               

γ  ∫
 3x2 

 x
 

4

1
 dx               δ) ∫ 12x(x − 1 2 dx

2

−1
              

22.3 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                                                          

α.∫ (ex + 2ημx dx
π
2

0
             β.∫  

1

 x 
−

2

ημ2x
 

π
2

1
dx            

  γ.∫  3x −
5

x2  dx            δ .∫  ςυνx +
1

ςυν2x
  dx

π
3

0
   

2

1
 

22.4 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                                                          

α.∫ (3x2 − x − 1 dx
1

0
        β.∫ (−ημπx + ex 

1

0
dx        

  γ.∫  2x +
3x+2

x2   dx            δ .∫  x −
1

 x 
  

2

 dx
2

1
   

2

1
 

22.5 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                                                          

α. ∫ 2x ∙ exdx
1

0
                 β. ∫ xex2

dx
1

0
                                                           

γ. ∫ (ex − e−x dx
1

0
            δ. ∫

x x−1

 x

4

1
  dx 

 

 

 

 

 

22.6 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :                                                                                                              

α   ∫
 x2  + x – 1 

x
 

2

1
 dx                 β  ∫

 x3 − 5x2  + 1 

x

2

1
 dx           

γ  ∫
 (x − 1 (x + 1 (x + 2  

x2

2

1
 dx      δ   ∫

 x + 1 

 x
 

4

0
 dx                                                                                  

22.7 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :                                                                                                                              

α) ∫ (x + 1 ex2

−1
 dx        β   ∫ (2xςυνx − x2ημx 

π

0
dx      

γ)  ∫
 xςυν x – ημ x 

x  3
  

π
 π  

2

dx       δ  ∫
 xex  − 2ex

x 3
 

2

1
 dx       

22.8 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                                

α.∫ (ημx + xςυνx dx        β.  ∫ x2ex(x + 3 dx
1

0

 π  

2
0

     

γ.∫  lnx ∙ ςυνx +
 ημx 

x
 dx        δ.∫ xex(2 + x 

1

0
 dx

2π

π
 

22.9 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :                                                                                                                                  

α  ∫
 2x ημ x –x2ςυν x  

ημ 2x

 π  

4
π

 6 

 dx        β  ∫
 ςυν x – ημ x 

ex
 

π

0
dx        

γ) ∫
 1 – lnx  

x2
 

e

1
 dx                          δ    ∫

 lnx  – 1 

ln 2x
 

e

2
 dx           

22.10 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                          

α) ∫
x

x2+1

1

0
 dx                          β) ∫

lnx

x

e

1
 dx                     

γ   ∫
ςυν x

 ημ x+3

π

2
0

 dx                  δ  ∫
1

x lnx

e

2
  dx 

 

 

 

 

 

 

22. Οριςμϋνο  Ολοκλόρωμα 
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 Definite  integral                                       
Οριςμϋνο Ολοκλόρωμα   
ςτα Αγγλικϊ 

  

 

Β.  Τπολογιςμόσ  Ολοκληρώματοσ                                                       

 ∫
 𝐟(𝐱  

𝐠(𝐱)
𝐝𝐱

𝛃

𝛂
  

22.11 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                        

α  ∫
1

 2x – 6 

5

4
 dx            β  ∫

 ex  + 2x 

ex  + x2

1

0
 dx                                                               

γ  ∫
x3

 x4 + 1 

2

1
 dx        

22.12 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :                                                                                                        

α  ∫
x + 1

 x2  + 2x + 3 

1

0
 dx            β  ∫

2x + 1

 x2  + x  

2

1
 dx                                                          

γ  ∫
1

 1 +  e−x  

1

0
 dx         

22.13 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                 

α  ∫
2x − 5

 x2 − 3x + 2 

4

3
 dx          β  ∫

2

 x2  − 2x – 3 

5

4
 dx                                                                                                      

22.14 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                          

α  ∫
1

 x2 – 4 

4

3
 dx                       β  ∫

2x − 3

 x2  – x 

3

2
 dx        

22.15 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :                                                    

α  ∫
2x + 1

 x2 + 3x + 2 

3

2
 dx            β  ∫

4x−1

 2x2  − x – 3 

1

0
 dx                                                                                                                                             

22.16 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                   

α  ∫
2x+1

 x2 – 4x+3 

0

−1
 dx            β  ∫

2x + 1

x2− 5x + 6 

1

0
 dx     

22.17 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                            

α) ∫
4

x3−4x

4

3
 dx                β  ∫

1

 x∙(x+1  

2

1
 dx  

22.18 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                              

α  ∫
 x − 2

 x + 3 

1

0
 dx           β  ∫

 3x – 1 

x − 1

3

2
 dx                                                                                                      

22.19 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                            

α  ∫
 x2

 x −1 

0

−1
 dx           β  ∫

 x2−2x+4 

(x−1 2

0

−1
 dx 

22.20 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                 

α  ∫
x3  − 3x2  + 5x – 5 

x2 − 3x + 2
 

4

3
dx                                                                                       

β  ∫
 2x3  − 5x2 − 16x + 22 

x2  − 2x − 8

6

5
 dx 

 

 

 

 

22.21 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                    

α) ∫
x3+x2−2x−1

x2−x

3

2
 dx                β) ∫

x2−x−2

x+3

3

2
 dx                                                                                                                                    

22.22 Να βρεθούν τα ολοκληρώματα                                              

α  ∫
3x−5

 x2 − 3x + 2 
 

0

−1
 dx         β  ∫

6x − 5

 3x – 2 
 

2

1
dx                                                  

γ  ∫
1−ημ x

 x + ςυν x 
 

π

0
dx 

22.23 Να υπολογύςετε το όριο                                                            

 lim
 α→+∞

   ∫
ex + 1

 ex  + x 
dx −  α 

α

0
       

 

                   

 

 

 

 

 

Γ. Παραγοντικό  Ολοκλόρωςη 

22.24 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :    

α) ∫ (x2 − 3x exdx    
2

1
    β  ∫

 x2  + x 

ex
 

1

0
dx                                                                                                                                                       

22.25 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :   

α) ∫ x ∙ 5x dx 
2

1
              β) ∫ x ημx dx

 π 
2

0
 

22.26 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :   

α) ∫ x ∙ e−xdx    
1

0
        β) ∫ x2 ∙ e−xdx    

1

0
 

22.27 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :    

α) ∫ xςυν2x dx        β)  ∫ x3lnx dx
e

1

 π 
2

0
                                                                                                       

22.28 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :   

α) ∫
 lnx  

x2

2

1
 dx              β) ∫ ln2x dx

e

1
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22.29 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                         

α) ∫ ln(x + 1 dx  
1

0
                β) ∫

 lnx  

 x
 

4

1
dx                                                                                                                                                                          

22.30 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                        

α  ∫
x

 ςυν 2x 

π

3
0

  dx               β  ∫ (3x2 − 2ex lnx dx
e

1
          

22.31 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :     

α) ∫ exημx dx  
π

o
            β  ∫

 ςυν x 

ex
 

π

0
dx 

22.32 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :        

α) ∫ xημx dx     
 π 
2

0
      β  ∫ (x − 1 ημ2x dx

 π 
2

0
                                                                                                                    

22.33 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                         

α) ∫ (x2 + 1 e2x  dx 
1

0
         β  ∫ (2x + 2 lnx dx

2

1
     

22.34 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ln(x + 1  .                                                          
Να υπολογύςετε :                                                                                                                          

α  το ολοκλόρωμα   ∫ f(x dx
α

0
                                                                                                                                                    

β  το όριο  lim
α→+∞

  
1

α2
∙  ∫ f(x dx

α

0
  

22.35 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 4x ∙ lnx .                                                                
Να υπολογύςετε :                                                                                                                          

α  το ολοκλόρωμα   ∫ f(x dx
α

1
                                                                                                                                                    

β  το όριο  lim
α→1

  
∫ f(x dx
α

1

(α−1 2
   

22.36   α) Να υπολογύςετε  το ολοκλόρωμα                                                              

Ι(α = ∫ (2x2 − 3x ex dx
0

α
                                                                                            

β) Να βρεύτε το όριο  lim
α→−∞

 Ι(α                                                                              

( ΘΕΜΑ  2004   

22.37 Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  ∫ xe 2x  dx
2

1
                                          

( ΘΕΜΑ   2009 Ε   

 

 

 

 

 

 

 

 

Δ.  Ολοκλόρωςη  με  Αντικατϊςταςη 

22.38 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :      

α) ∫ (x − 1 3 dx              β) ∫ (x − 1 3(2x − 1 dx
1

0

2

1
 

22.39 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :     

α) ∫ (2x + 1 4 dx  
1

0
                                                                   

β) ∫ (x2 − x + 2 3(2x − 1 dx
1

−1
 

22.40 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :      

α) ∫ x x + 1 dx             β) ∫  1 + ex  dx
3ln 2

ln 3

3

0
 

22.41 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :  

α) ∫ x x2 + 1 dx 
1

0
            β) ∫ x 1 − x dx 

0

−1
  

22.42 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :                                      

α  ∫
1

3x + 1

1

0
 dx             β) ∫ e4x−82

1
 dx 

22.43 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :                                      

α  ∫
1

(3x + 1 2

1

0
 dx            β) ∫ e3x−93

0
 dx 

22.44 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :    

α) ∫
x

   x + 3 
 

6

1
 dx              β) ∫

 ςυν (lnx   

x
 

3

1
dx         

22.45 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                   

α) ∫
1

 1 + ex   
 

ln2

0
dx          β) ∫

ex

 e2x  + 3ex  + 2

ln2

0
 dx          

22.46 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                    

α  ∫
e x

 x
 

4 

1
dx          β  ∫ (2x + 1 ex2+xdx

1

0
                                                                                                                                      

22.47 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                               

α   ∫ (1 − ημx 4ςυνx dx
 π 
2

0
        β  ∫ 12(3x + 1 3dx

1

0
 

22.48 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                    

α  ∫
ex

1+ ex

1

0
 dx              β  ∫

(lnx  2017

x

e

1
  dx   

22.49 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :                                                                                                                     

α  ∫
ex

 1+ex
 

1

0
 dx                                 β  ∫

x

 x2+5
 

2

0
dx                                          

γ  ∫
lnx

x∙ 1+lnx
 

e

1
dx 
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22.50 Να βρεθούν τα ολοκληρώματα                                             

α  ∫ x(x + 1 7 dx
0

−1
          β  ∫ x x + 2 dx

−1

−2
                                                       

γ  ∫
 ςυν (lnx   

x
 

3

1
 dx 

22.51 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                 

α  ∫
1

x ∙ ln 3x

2e

e
 dx                 β  ∫

x+3

(x2+6x 5

1

0
 dx                                                                                                                                   

22.52 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                        

α  ∫
1+lnx

 3+xlnx

e4

e
 dx           β  ∫

x−1

 x2−2x+3

1

0
 dx  

22.53 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ η οπούα                                                 
εύναι ςυνεχόσ . Να δεύξετε ότι :                                                                           

α   ∫ f(x − 2 dx = ∫ f(x dx
−1

−2

1

0
                                                                                 

β   ∫ f(2x dx =  
 1 

2
∫ f(x dx

2

0

1

0
                                                                                                                                                               

22.54 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                                 
με  f(x + f(−x = 1 .                                                                             

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  Α = ∫ f(x dx
2

−2
   

22.55 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                              

με  ∫ f(x dx
4

0
= 9 . Να βρεύτε τα ολοκληρώματα :                       

α  ∫ x ∙ f(x2 dx
2

0
                     β  ∫

f(lnx  

x

e4

1
 dx 

22.56 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                               

α  ∫
f(lnx  

x

e

1
 dx = ∫ f(x dx

1

0
                                                                                             

β   ∫ exf(1 − ex dx = ∫ f(x dx
−2

−1

ln 3

ln 2
   

22.57 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                  

με  ∫ (x f ′(x2 + 1 dx = 4 
2

0
. Να δεύξετε ότι                                                                                   

α)  υπϊρχει   ρ ∈ (0 , 4 ∶ f ′(ρ = 1  .                                                                                                                                                                     

β)  υπϊρχει ξ ∈ (0 , 4 ∶ f ′(ξ = 
 ξ 

2
 

22.58 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ [α , β] → (0 , +∞                                    
με ςυνεχό παρϊγωγο ώςτε  f(α = 1 και  f(β = 2                          

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  ∫
f ′ (x 

f2(x +f(x 

β

α
 dx                               

22.59 Να υπολογύςετε  το ολοκλόρωμα                                                               

∫ x [2x + ln(x2 + 1 ] dx
 1

−1
          ( ΘΕΜΑ  2010 ) 

22.60 Δύνεται η  f ∶ [0 ,π] →  ℝ με  f(x = 2ημx − x                                   

Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  ∫ f(x ∙ ςυνxdx
π

0
                                                    

( ΘΕΜΑ  2018Ε ) 

 

 

Ε.  Ιδιότητεσ  Οριςμϋνου  
Ολοκληρώματοσ 

22.61 Δύνεται η  f(x =  
2x + 3  ,              x ≤ 1

3x2 − 6x + 8 ,   x > 1
                                                                                                                                                      

α  Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                                                                                    

β  Να βρεύτε τα ολοκληρώματα    Α = ∫ f(x dx
−2

−4
  ,     

B = ∫ f(x dx
4

2
  ,      Γ = ∫ f(x dx

3

−1
   . 

22.62 Δύνεται η  f(x =  
2x + 3  ,             x ≤ 0
ex + 2 ,               x > 0

                                                                                                 

α  Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                                                                                    

β  Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  Α = ∫ f(x dx
1

−1
    

22.63 Δύνεται η  f(x =  
x ∙ ex  ,              x ≤ 0
ln(x + 1  ,       x > 0

  .                                                             

Να υπολογύςετε  το ολοκλόρωμα  ∫ f(x dx
1

−1
 

22.64 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                                

 α)∫ ( x + 1 + x − 4 dx 
2

−2
                                                 

β)  ∫ (3 x2 − 2x − 3 + 4 dx
4

−2
  

22.65 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                                

α  ∫  x − 1 dx
2

0
                      β  ∫  x2 − 4 dx

3

1
                        

γ  ∫  x2 − 8x + 16 dx
1

0
 

22.66 Να βρεύτε το ολοκλόρωμα                                                          

Α = ∫  ex + 4x3 − 1 dx
1

−1
  

22.67 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = 
lnx

x
   .                                                                                                                                                                                 

α  Να μελετόςετε την  f ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                                                               
β  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ                         
Cf   ςτο ςημεύο  Α(1 , f(1)).                                                                                                                 
γ  Να βρεύτε το ολοκλόρωμα                                                           

Α = ∫  f(x − x + 1 dx
2

1
 

22.68 Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό α για τον 

οπούο  ιςχύει    ∫ (4x + 6  dx = 36
α

−α
    . 

22.69 Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό λ για τον 
οπούο ιςχύει                                                                               

∫
 4x2−3x−5  

x2 + 4
dx + ∫

3x2−3x−9

x2+4

λ+3

λ2+1

λ2+1

λ+3
dx 

= ∫ 2 dx
1

−1
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22.70 Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό α για                                                         
τον οπούο ιςχύει                                                                                                         

∫
 ex  + x3  – x 

x2  + 1
dx =  ∫ α dx +  ∫

x3+ 3x − ex  

x2  + 1
 dx

1

3

1

−3

3

1
  

22.71 Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό λ για                                               
τον οπούο ιςχύει                                                                                

∫
 lnx  + 6 

x2 + 2
dx − ∫ 2dx =  ∫

 3x2  – lnx  

x2  + 2
dx  

λ

3λ+2

4

−5

3λ+2

λ
 

22.72 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με                                                       

f(x =  
αx2 + βx   ,    x ≤ 1
2x − β      ,      x > 1

    . Να βρεύτε τισ τιμϋσ                                     

των α , β  ώςτε  η ςυνϊρτηςη να εύναι ςυνεχόσ                                         

και να ιςχύει  ∫ f(x dx = 9
2

−1
   

22.73 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με                                                       

f(x =  
ex + α   ,    x ≤ 1

β ∙
lnx
x

      ,   x > 1
    . Να βρεύτε τισ τιμϋσ                                     

των α , β  ώςτε  η ςυνϊρτηςη να εύναι ςυνεχόσ                                         

και να ιςχύει  ∫ f(x dx = 1
e

0
   

22.74 Να δεύξετε ότι :                                                                                        

2∫ f(x ∙ f ′(x dx = [f(β)]2 − [f(α)]2β

α
   . 

22.75 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → (0 , +∞  με                                            
ςυνεχό πρώτη παρϊγωγο ώςτε  f(1 = 2 .                                                                    
Να βρεύτε τα ολοκληρώματα :                                                                                                                                                 

α  Α = ∫ (f(x + x ∙ f ′(x) dx
1

0
                                                                                      

β  Β = ∫  
1

f(x)
−

x ∙ f ′ (x 

f2(x 
 

1

0
 dx 

22.76 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με                                                            
ςυνεχό πρώτη παρϊγωγο ώςτε να ιςχύουν                                                   

f(1 =
 3 

e
  , f(0 = 1 . Να βρεύτε το ολοκλόρωμα                            

Ι=∫ ex(f(x + f ′(x) dx
1

0
    . 

22.77 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με                                                 
ςυνεχό πρώτη παρϊγωγο . Αν η γραφικό τησ                                    
παρϊςταςη διϋρχεται από τα ςημεύα  Α(1 , 2                                              
και Β(2 , 1  να βρεύτε το ολοκλόρωμα                                                            

∫ x 2f(x + xf ′(x  dx
2

1
  

22.78 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με ςυνεχό                                           

πρώτη παρϊγωγο ώςτε  f(1 = 5  , ∫ f(x dx = 2 .
1

0
                                                          

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  Ι = ∫ x f ′(x dx
1

0
  

 

 

22.79 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη                                             
ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με ςυνεχό δεύτερη                                                   
παρϊγωγο , για την οπούα ιςχύουν                                                  
f(1 = 1 , f ′(1 = 1 . Να υπολογύςετε τισ                                                             
τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                

α   Α = ∫ 2x ∙ f(x dx + ∫ x2 ∙ f ′(x)dx
1

0

1

0
                                                                             

β  Β = ∫ (f ′(x + x ∙ f ′′ (x) dx
1

0
                                                      

γ   Γ = ∫  f ′(x ∙ ln(x + 1 +
f(x)

x+1
 

1

0
 dx        

22.80 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 1] → ℝ  με 
ςυνεχό πρώτη παρϊγωγο ώςτε  f(1 = ln2 .                                   
Να βρεύτε το ολοκλόρωμα                                                                                                    

Ι = ∫  1 + x ∙ f ′(x  
1

0
∙ ef(x) dx 

22.81 Δύνεται η δύο φορϋσ παραγωγύςιμη 
ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με ςυνεχό δεύτερη 
παρϊγωγο , για την  οπούα ιςχύουν f(1 = 3 , 

f ′(1 = 2  και  ∫ f(x dx = 5 .
1

0
 Να βρεύτε το 

ολοκλόρωμα  Ι = ∫ x2  f ′′(x dx
1

0
 

22.82 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με ςυνεχό 
δεύτερη παρϊγωγο. Οι εφαπτόμενεσ τησ Cf  ςτα                          
Α(1 , 2)   και Β(3 , 9  τϋμνονται ςτο ςημεύο                                   
Γ(4 , 11  . Να βρεύτε :                                                                                                                                      
α  τισ τιμϋσ f ′(1) ,  f ′(3)                                                                                                                                                                                                        

β  το ολοκλόρωμα  ∫ xf ′′ (x dx
3

1
 

22.83 Δύνεται η  f(x = x3 + αx2 + 3x + 1 ,  αϵℝ  

για την οπούα ιςχύει  ∫ f(x dx =
1

0
  

15

4
                                                 

Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                       
α  τον πραγματικό αριθμό  α                                                                                                                                                                                         

β  το ολοκλόρωμα ∫
f(x)

 f  ′ (x  
 

3

1
dx 

22.84 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = αx2 + βx + γ ,                       

για την οπούα ιςχύει ∫ f(x dx = 12
1

−1
 ενώ η 

εφαπτομϋνη τησ Cf   ςτο Μ(1 , f(1   ϋχει εξύςωςη  
y = 2x + 2 .  Να βρεύτε τισ τιμϋσ των  α , β ,γ ∈ ℝ 

22.85 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  ℝ → (0, +∞) για 
την οπούα ιςχύει f(2 = e3f(1  .                                                                                          
Να βρεύτε το ολοκλόρωμα :                                                                               

A = ∫
 f ′ (x  + 4f(x  

f(x)

2

1
 dx 
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22.86 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ με ςυνεχό                                          
πρώτη παρϊγωγο ώςτε                                                                                                     

f(1 = 5   ,   ∫ (xf ′(x + f(x) dx = 1
2

1
. Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                                            

α) την τιμό f(2                                                                                                                                                                                                                                 

β  το ολοκλόρωμα    ∫ x2( 3f(x + xf ′(x   dx
2

1
  

22.87 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ   η οπούα                                           
εύναι παραγωγύςιμη με ςυνεχό παρϊγωγο                                                                                                  

και τϋτοια , ώςτε  ∫  xf ′(x + 2f(x  dx = 0
1

0
                                                                      

να δεύξετε ότι  ∫ f(x 
1

0
dx = −f(1) 

22.88 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ   η οπούα                                      
εύναι παραγωγύςιμη με ςυνεχό παρϊγωγο                                                     

και τϋτοια , ώςτε ∫ f(x dx = f(0)
1

0
 .                                                                                                                                        

Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα                                                              

ξ ∈ (0 , 1  τϋτοιο , ώςτε :  ∫ xf ′(x 
1

0
dx = f ′(ξ         

22.89 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  η οπούα                                      
εύναι δύο φορϋσ παραγωγύςιμη και ιςχύει                                                   
f ′′ (x = −2f(x . Αν η  f  παρουςιϊζει τοπικό                                       
ακρότατο ςτο α και ςτο β , να δεύξετε ότι                                                 

∫ x2f(x dx = βf(β 
β

α
− αf(α               

22.90 Έςτω μια ςυνϊρτηςη g με ςυνεχό δεύτερη                                          
παρϊγωγο ςτο [0 , π] .                                                                                                            
Αν  g(π = 1 και ιςχύει                                                                          

∫ [g(x + g′′ (x ] ∙ ημ
π

0
x dx = 3 , να βρεύτε το  g(0)                         

22.91 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → (0, +∞) για                                      

την οπούα ιςχύει   f(0 = 1  ,   ∫
 f ′ (x  

f(x)
  

1

0
dx = 1                                   

Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                                 
α) την τιμό f(1                                                                                                                                                                                                                         

β  το ολοκλόρωμα  ∫
2xf2(x +ex f(x −ex f ′ (x 

f2(x 

1

0
  dx         

22.92 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x2 +  1 − x .                                                 
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                

α    f  ′(x  x2 + 1 + f(x = 0                                                                                                                                                                       

β  ∫
1

  x2  + 1

1

0
 dx = ln  2 + 1                                                                                                 

( ΘΕΜΑ  2003 Ε   

 

 

 

 

 

22.93 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με ςυνεχό        
δεύτερη παρϊγωγο , για την οπούα ιςχύει                  

∫ e x f ′(x + f ′′ (x  
1

0
dx = 3  και ο ρυθμόσ 

μεταβολόσ τησ f ςτο x0 = 1  εύναι  
2

 e 
   . Να βρεύτε 

την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ τησ  Cf   ςτο Μ(0 , 3  

22.94 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 1] → ℝ  με 
ςυνεχό δεύτερη παρϊγωγο . Να δεύξετε ότι                

∃ξ ∈ (0 , 1 : ∫ xf ′′ (x dx =
1

0
f ′(1 − f ′(ξ         

22.95 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → (0, +∞)  με 
ςυνεχό παρϊγωγο , για την οπούα ιςχύει                  

∫
 f ′ (x  

f(x)
  

β

α
dx = 0  με  α < 𝛽 . Να δεύξετε ότι η 

εξύςωςη  f ′(x = 0 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο               
διϊςτημα (α , β                                  

22.96 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 1] → ℝ  με 
ςυνεχό δεύτερη παρϊγωγο και η Cf  διϋρχεται από       

τα  Α(1 , 2  , Β(0 , 3  . Αν εύναι  ∫ xf ′′ (x dx =
1

0
0 ,        

τότε να αποδεύξετε ότι :                                                              

α  η εφαπτόμενη τησ  Cf   ςτο ςημεύο M 1 , f(1         

ςχηματύζει γωνύα  
3π

 4 
  με τον ϊξονα x’x                               

β  ∃ξ ∈ (0 , 1 : f ′(ξ = f ′(1  

22.97 Δύνεται η παραγωγύςιμη  f ∶ [0 , 1] → (0, +∞)  
ώςτε να ιςχύει  f ′(x − f(x = f 2(x  ,∀x ∈ [0 , 1]              

Αν εύναι f(1 = e2f(0) , να βρεύτε το  ∫ f(x dx
1

0
 

22.98 Αν μια ςυνϊρτηςη f ϋχει ςυνεχό δεύτερη 

παρϊγωγο ςτο [0 , π] με f  
π
 2 
 = 1  και                        

∫ [f ′′ (x + f(x ]ςυνx
π
 2 

0
dx = 0 . Να βρεύτε τον ρυθμό 

μεταβολόσ τησ f  ςτο 0 .                      

22.99 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → (0, +∞)  με 
ςυνεχό δεύτερη παρϊγωγο, η οπούα παρουςιϊζει 
τοπικό ακρότατο ςτο x0 = 2  και η Cf  διϋρχεται 

από το Α(0,1 . Αν ∫  xf ′′ (x + 3f ′(x  
2

0
dx = 4 τότε:      

α  να βρεύτε την τιμό f(2                                                                                      

β  να βρεύτε το ολοκλόρωμα  ∫
2f ′ (x 

f2(x  + 2f(x 

2

0
 dx                          

γ  να δεύξετε ότι  ∃ξ ∈ (0 , 2 : f ′(ξ = 1 

22.100 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την 

οπούα ιςχύει   f(x = x + 2 ∫ f(x dx  , x ∈ ℝ .
1

0
                                                

Να βρεύτε την  f .  
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22.101 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την                                              

οπούα ιςχύει  f(x = 2x + ∫ f(x dx  , x ∈ ℝ .
2

0
                                              

Να βρεύτε την f . 

22.102 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την                                          

οπούα ιςχύει  f(x = 9x2 − ∫ 2xf(t dt  , x ∈ ℝ .
1

−1
                                                 

Να βρεύτε την f . 

22.103 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ (0 , +∞ → ℝ                                 
η οπούα εύναι ςυνεχόσ και τϋτοια , ώςτε να                                           

ιςχύει   f(x = 
1

 x 
 +2 ∫ t f(t  dt

2

1
  , x > 0 .                                                        

Να βρεύτε τον τύπο τησ ςυνϊρτηςησ f  

22.104 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την                                                                

οπούα ιςχύει  ∫ f(t dt = f(x + 6 
 π 
6

0
.                                                                                        

Να βρεύτε την f  και το ολοκλόρωμα  ∫ f(x dx
2014

2016
   

22.105 Να βρεύτε ςυνεχό  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα                                            

ιςχύει  ∫ ημx ∙ f(x dx = f(x + ςυνx
π
3

0
, x ∈ ℝ 

22.106 Δύνεται η παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ με                                         

f(0) = 2 , f ′(x = f(x − ∫ (f(x − ex 
1

0
dx .                                                                                     

Να δεύξετε ότι f(x = ex + 1 

22.107 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την                                                     

οπούα ιςχύει ∫ e1−xf(x  dx = f(x + ex 
1

0
.                                                                         

Να βρεύτε την  f  . 

22.108 Δύνεται η παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ  για την                   

οπούα ιςχύει  f ′(x = ex−f(x)  , x ∈ ℝ .                                            

Αν ιςχύει  ∫ xef(x) dx = 4 
1

0
, να βρεύτε την  f   

22.109 Δύνεται η ςυνεχόσ  f ∶ [0 , 1] → ℝ  ώςτε                                                             

∫  ∫ f(x dx
1

0
 

1

0
 ∙ f(x dx = ∫ f(x dx + 2

1

0
 , f(x > 0                                                                                                

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  A = ∫ f(x dx
1

0
 

22.110 Δύνεται η ςυνεχόσ   f ∶ ℝ → (0 , +∞   με                                                           

∫ f(x)
1

0
 ∫ f(x dx

1

0
 dx = 2∫ f(x dx + 3

1

0
 .                                                                 

Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  I = ∫ f(x dx
1

0
 

22.111 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                    

για την οπούα ιςχύει  e∫ f(x dx
1
0 = ∫ (f(x + 3x2 

1

0
dx                                                                                     

Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  ∫ f(x dx
1

0
  . 

 

 

22.112 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  

ώςτε να  ιςχύει   ex ∙ ∫ f(t dt
1

0  +x2 − x ≥ 1 , x ∈ ℝ                                             

Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  ∫ f(t dt
1

0
 

22.113 Δύνεται η ςυνεχόσ  f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα                                             

ιςχύει  f(x = (10x3 + 3x ∫ f(t dt − 45  .
2

0
                                                               

Να δεύξετε ότι  f(x = 20x3 + 6x − 45 .                                                                           
( ΘΕΜΑ  2008 ) 

22.114 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 και                                                                            
g ∶ ℝ → ℝ  ςυνεχόσ και ϊρτια ςυνϊρτηςη .                                                              

Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  ∫ f(x g(x dx
1

−1
                          

( ΘΕΜΑ  2016 Ε   

 

Σ.  Εύρεςη  Ολοκληρώματοσ                                   
Αντύςτροφησ 

22.115 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx + x  .                                                                                                                                                                      
α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη                                  
και να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ.                                                             

β  Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1(x dx   .
e + 1

1
  

22.116  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 + 2x + 3                                                                                                                                                        
α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη                                       
και να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ.                                                                                            

β  Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1(x dx   .
6

0
 

22.117 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x5 + 2x3 − 3                                                                                                                                                        
α  Να δεύξετε ότι η f  εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                          

β  Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1(x dx .
0

−3
 

22.118 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x5 + x + 1                                                                                                                                                        
α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                         
και να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ                                                                                                                        

β  Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1(x dx .
3

1
 

22.119Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 + x − 1  .                                                                                                                                                                             
α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                                 

β  Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  ∫ f−1(x dx    .
1

−1
 

22.120 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = ex + x − 1 .                                                                                                                                                                       
α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη 
και να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ.                                                                                        

β  Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1(x dx   .
e

0
 

 

03.09.2019 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 147 of 160 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 148 
 

 

22.121 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = ex + x                                                                                                                                                                      
α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη                                
και να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ.                                                                                        

β  Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1(x dx   .
e+1

1
 

22.122 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = ex + 2x − 5 .                                                                                                                                                                       
α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                               

β  Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1(x dx   .
e−3

−4
 

22.123 Δύνεται η  f(x = lnx − x − ex  , x > 1 .                                                                                                                                                                       
α  Να δεύξετε ότι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη                                  
και να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ.                                                                                        

β  Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1(x dx   .
f(e)

f(2)
 

22.124 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  γνηςύωσ αύξουςα                                                              
ςτο [1 , 10] τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη                                              
διϋρχεται από τα ςημεύα Α(1 , 8  και Β(10 , 13 .                  Να 

δεύξετε ότι :  ∫ f(x dx
10

1
+ ∫ f−1(x dx = 122

13

8
 

22.125 Η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → (0, +∞) εύναι                                
αντιςτρϋψιμη με  f−1(x = x + lnx , x > 0 .                                          

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  ∫ f(x dx
e+1

1
 

22.126 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                         
παραγωγύςιμη , που ικανοποιεύ την ςχϋςη                                                                    
f 3(x + f(x = x  , x ∈ ℝ  .                                                                                                                                                                         
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                                                          
β  Να ορύςετε την αντύςτροφη                                                                                                                                                                                   

γ  Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   I =  ∫ f(x dx
2

0
   

22.127 Δύνεται η  f ∶ ℝ → ℝ παραγωγύςιμη ,                                         
που ικανοποιεύ την ςχϋςη                                                                           
ef(x) + f(x = x + 1 , x ∈ ℝ                                                                                                                                                                        
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                                                          
β  Να ορύςετε την αντύςτροφη                                                                                                                                                                                  

γ  Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   I =  ∫ f(x dx
e

0
 

22.128 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ (1, +∞) → ℝ                           
για την οπούα  ιςχύει                                                                                                        

f  e = 2, xf ′(x lnx + f(x = 0  , x > 1                                                                                                                                                      

α  Να βρεύτε τον τύπο τησ f                                                                                                                                                                                                     
β  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                             
γ  Να ορύςετε την αντύςτροφη                                                                                                                                                                                        
δ  Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα                                                                                               

∫
1

 lnx   
dx

e2

e
+ ∫ e

1

 x   dx 
 1 

2
1

 

 

 

 

22.129 Έςτω  f(x = 2ex + 2x3 − x2 − 2x − 2                    
α  Να μελετόςετε την f  ωσ προσ την κυρτότητα 
και τα ςημεύα καμπόσ .                                                                 
β  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι αντιςτρϋψιμη                                  
γ  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ                 

δ  Να υπολογύςετε το   ∫ f−1(x dx   .
2e−3

0
 

22.130 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx + x − 1                
α  Να αποδεύξετε ότι η f εύναι αντιςτρϋψιμη                           
β  Να λύςετε την ανύςωςη   f−1(x − 1 > x                  
γ  Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf −1                     

δ   Να υπολογύςετε το   ∫ f−1(x dx   .
f(e)

f(1)
         

 

Ζ.  Εύρεςη  Αναγωγικού  Σύπου 

22.131  Αν  Ιν =  ∫ lnνx dx
e

1
  να δεύξετε ότι                                                                  

Ιν + ν ∙ Ιν−1 = e  . 

22.132 Αν  Ιν =  ∫ xνex dx
2

0
  να δεύξετε ότι                                                           

Ιν = 2νe2 − ν ∙ Ιν−1  , ν ≥ 2 

22.133 Δύνεται το ολοκλόρωμα                                                                                              

Ιν = ∫ xνςυνx dx  , ν ∈ ℕ∗π

0
  .                                                                                                                                  

α  Να δεύξετε ότι     Ιν = −νπν  − 1 − ν(ν − 1)Ιν−2                                                                     
για κϊθε   ν ≥ 4                                                                                                                       

β  Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα ∫ x5ςυνx dx    
π

0
 

 

Η.  Ανιςότητεσ  και  Ολοκληρώματα 

22.134 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = xlnx − x + 1 .                                                                                                                                                             
α  Να βρεύτε το ςύνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                                                    

β  Να δεύξετε ότι    ∫ xx dx > e − 1
2

1
    

22.135 Να δεύξετε ότι 2 ≤ e4 ∫ ex3−3x2
dx ≤ 2e4.

2

0
 

22.136 Να δεύξετε ότι   1 ≤  ∫  x2 + 1 dx ≤  2
1

0
    

22.137 Να δεύξετε ότι   12 ≤  ∫  x2 + 9 dx ≤  20
4

0
    

22.138 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x =  
ex

 x2  +  1 
                                                                                                                                                                         

α  Να μελετόςετε την f ωσ προσ την μονοτονύα .                                                                                                                                                                                                                        

β  Να δεύξετε ότι   
 e – 1 

e
≤ ∫

1

 x2 +  1 
dx ≤

 e – 1 

2

1

0
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22.139 Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                 

α  
 lnx  

x
 ≤

1

 e 
     , x > 0                                                                                                         

β   ∫ xedx < ∫ exdx
17

1

17

1
       

22.140 Να αποδεύξετε ότι :                                                   

α)  lnx ≥ 1 −  
1

 x 
 , x > 0    β)  ∫ xxdx ≥ e − 1 .

2

1
 

22.141  α  Να δεύξετε ότι : x2lnx + 2 > x , x > 1                                                                 

β  Να αποδεύξετε ότι :  ∫ x2lnxdx > 2
4

2
 

22.142  Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                                                                   
α  (x + 1 ∙ ln(x + 1 ≥ x ,  x > −1                                                             

β  ∫ (x + 1 x+1dx > 𝑒 − 1
1

0
  

22.143 Να αποδεύξετε ότι :                                                          

α)  
 x – 1 

x
≤ lnx ≤ x − 1  ,   x > 1                                                          

 β)   1 < ∫
1

 lnx 
dx < e

e+1

2
 

22.144 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = lnx +  
 1 

x
                                                                                                                                    

α  Να μελετόςετε την f ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                     

β  Να δεύξετε ότι   ∫ xxdx > e − 1
2

1
      

22.145 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = ex2
   .                                                                                                                                                                                 

α  Να δεύξετε ότι f εύναι κυρτό .                                                                                                                                                                                               
β  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ                                      
Cf   ςτο ςημεύο  Α(1 , f(1)).                                                                                                                 

γ  Να δεύξετε ότι    ∫ e x2
dx > 2e    .

2

0
     

22.146 Δύνεται η  f(x = ln(1 − x + 5x − 2   .                                                                                                                                                                                 
α  Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                                                               
β  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ                                      
Cf   ςτο ςημεύο  Α(0 , f(0)).                                                                                                                 
γ  Να δεύξετε ότι   e−x ≥ 1 − x  , x < 1                                                       

δ  Να δεύξετε ότι   ∫ [ln(1 − x + 5x]dx ≤ −2
0

−1
 

22.147 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  η οπούα                                         
εύναι κυρτό και ιςχύει  f(0 = 0  , f  ′(0 = 1 .                                              

Να αποδεύξετε ότι  ∫ f(x dx > 
1

0
 
 1 

2
 

22.148 Έςτω f : [0 , 1] → ℝ με f(0) = 0 ,                              
παραγωγύςιμη  για την οπούα ιςχύει                                                                                     
 f ′(x + f(x > 2xe−x  ,   x ∈ [0 , 1] .                                                                         

Να δεύξετε ότι    3 ∫ exf(x dx > 1   .
1

0
 

 

 

22.149 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                        
παραγωγύςιμη , f(0 =0  και να ιςχύει                                                                       

f ′(x + 2xf(x > 2xe−x2
, x ∈ ℝ                                                                                         

Να δεύξετε ότι   ∫ f(x dx >
1

0
 
e−1

e
  . 

22.150 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 1] → ℝ                                           
η οπούα εύναι παραγωγύςιμη τϋτοια , ώςτε                                                                                                           
f(0 = 0 , f(1 = 3 και  f ′(x > 2  , ∀ x ∈ [0 , 1] .                                                      

Να δεύξετε ότι :  1 ≤ ∫ f(x dx ≤ 2  .
1

0
   

22.151 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  δύο                                           
φορϋσ παραγωγύςιμη και γνηςύωσ αύξουςα ,                                     
με ςυνεχό δεύτερη παρϊγωγο , f(0)=0 , f(π =π .                                                                                              

Να δεύξετε ότι   0 < ∫
 f(lnx   

x
 dx <

eπ

1
 π2                                                                                 

( ΘΕΜΑ  2016   

22.152 Δύνεται η  f(x = −ημx , x ∈ [0 ,π]                                                                 
και  ε : y = x − π  εφαπτομϋνη τησ .                                                                              

Να αποδεύξετε ότι  ∫
 f(x  

x
 dx >

e

1
  e − 1 − π                                                                

( ΘΕΜΑ  2017 )   

 

Θ.  υνδυαςτικϋσ με Αρχικϋσ 

22.153  Έςτω  F  μια παρϊγουςα ςτο ℝ  τησ                                                          

ςυνϊρτηςησ  f(x = 
1

 1 + x2  
     με  F(1) = 0 .                                                                  

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα :   A = ∫ F(x dx
1

0
  

22.154 Δύνεται  f ∶ ℝ → ℝ με f(x = 2ex2
 και F μια 

αρχικό τησ  f  ςτο ℝ . Αν η  CF   τϋμνει τον ϊξονα x’x  

ςτο ςημεύο  Α(1 , f(1)), να βρεύτε το  A = ∫ F(x dx
1

0
 

22.155 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ .                                                
Αν επιπλϋον η F εύναι μια παρϊγουςα τησ  f                                           
με  F(1 = 0 και  η ευθεύα  ε : y = 2x − 2  εύναι                            
εφαπτομϋνη τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ f                                  
ςτο ςημεύο με  τετμημϋνη 1 ,  να βρεύτε                                                                 

το όριο   lim
 x→1

  
F(x)

 x2−2x+1 
    

22.156 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                                   
και F μια παρϊγουςα τησ  f  ςτο  ℝ  ώςτε                                                
F(0 = F(1 = 0 . Να αποδεύξετε ότι η                                                          
εξύςωςη  f(x = F(x)  ϋχει τουλϊχιςτον μια                                               
πραγματικό ρύζα . 
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 Primitive  function                                      
Αρχικό ςυνϊρτηςη 

Anti-derivative  function  
Παρϊγουςα ςυνϊρτηςη               

  

 

22.157 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  e
 lnx  

x                                                       
και F μια παρϊγουςα τησ  f  ςτο  (0, +∞  .                                                                                
Να δεύξετε ότι υπϊρχει   τουλϊχιςτον ϋνα                                                             

ξ ∈ (2 , 4 ∶  f  ′(ξ F(ξ = f(ξ   2 − f(ξ   

22.158 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                                                            

ώςτε  ∫ f(x dx = 1
1

0
 . Έςτω επύςησ F μια                                                                 

παρϊγουςα τησ f  για την οπούα ιςχύει  F(0 = 0 .                                                           
Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                                
α  υπϊρχει  x0  ∈ (0 , 1 ∶ F(x0 = 1 − x0                                                                                                                              
β  υπϊρχουν τουλϊχιςτον δύο                                                                                           
ξ1 , ξ2  ∈ (0 , 1  με  ξ1 < ξ2   ώςτε  f(ξ1 ∙ f(ξ2 = 1     

22.159 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                        
και F μια παρϊγουςα τησ  f  ςτο  ℝ  ώςτε  F(0 = 0                                                

και  2f(x − e x − F(x = 0  , ∀ x ∈ ℝ .                                                              
Να βρεύτε τον τύπο τησ  f       

22.160 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  και                                               
F μια παρϊγουςα τησ  f  ςτο  ℝ  ώςτε  F(1 = 3                                                                   
που ικανοποιεύ τη ςχϋςη                                                                      

f(x = (2x + 1 ex2+x − F(x   , ∀ x ∈ ℝ .                                                
Να βρεύτε τον τύπο τησ  f 

22.161 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  και                                               
F μια παρϊγουςα τησ  f ςτο  ℝ  ώςτε  F(0 = 1                                               
και  F(x) f(x = −e−2x   , ∀ x ∈ ℝ .                                                                                 
Να βρεύτε τον τύπο τησ  f 

22.162 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  και                                                   
F μια παρϊγουςα τησ  f  ςτο  ℝ  ώςτε  F(0 = 1                                                                       
που ικανοποιεύ τη ςχϋςη  f(x = ex + F(x)                                                             
Να βρεύτε τον τύπο τησ  f 

22.163 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  και                                              
F μια παρϊγουςα τησ  f  ςτο  ℝ  ώςτε  F(0 = 1                            
που ικανοποιεύ τη ςχϋςη                                                                     
(F(x − x ∙ (f(x − 1 = x                                                                                                
Να βρεύτε τον τύπο τησ  f 

22.164 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f: (0, +∞  → ℝ                                        
και F μια παρϊγουςϊ τησ ςτο (0, +∞   με  F(1 = 0                                                        
Αν ιςχύει                                                                                                           

F(x ≤ e − x2
lnx ,∀x > 0 , να δεύξετε ότι  f(1 = 

1

 e 
        

22.165  Δύνεται  f ∶ ℝ → ℝ  , με  f(x ≠ 0 ,∀x ∈ ℝ                                 
και f  ςυνεχόσ.Αν επιπλϋον η F εύναι μια                                    
παρϊγουςα  τησ  f  και για τη                                                                                                           
G(x = F(x − x2 + 3, ιςχύει G(x) ≥ G(1)                                                                              
να βρεύτε τη μονοτονύα τησ F      

 

22.166 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ και                                     
ϋςτω F η αρχικό τησ f ώςτε να ιςχύει  F(1)=0                                                                             
και   (x − 2 F(x ≤ ex − 2 −  x + 1   ,   ∀x ∈  ℝ  .                                                                                                                                                                                        

α  Να βρεύτε το   ∫ f(t dt
2

1
  .                                                                                                                                                                                    

β  Να αποδεύξετε ότι υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα                                              
ξ ∈ (1 , 2 ∶ f(ξ + F(ξ = 0  . 

22.167 Δύνεται παραγωγύςιμη   f ∶ ℝ → ℝ                                                                        

με  f(0) = 1  ,  f ′(x = −
2x

 x2 + 1 
∙ f(x   ,   ∀x ∈  ℝ  .                                                                 

α  Να βρεύτε τον τύπο τησ f  .                                                                                                                                                                                           
β  Αν F(x  εύναι αρχικό τησ  f(x   με  F(1)=0                                                  

να βρεύτε το ολοκλόρωμα  ∫ F(x dx
1

0
   

22.168 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ                                                   
με ςυνεχό f ′(x  και ϋςτω F η αρχικό τησ f                                            
ώςτε  να ιςχύει F(1)=0  και                                                                                              
x F(x ≥ xex −  ex −  x + 1   ∀x ∈  ℝ .                                                                                                                                                   

α Να αποδεύξετε ότι   f(1 = e − 1  , ∫ f(t dt = 1
1

0
                                                                                                                                    

β  Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  ∫ x f ′(x dx
1

0
  .                                                                                                                                                             

γ  Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x +  F(x = e−x                                
ϋχει τουλϊχιςτον μια λύςη ςτο (0 , 1 . 

22.169 Δύνεται η γνηςύωσ αύξουςα ςυνϊρτηςη                                                       
f ∶ (0 , +∞) → ℝ και ϋςτω F η παρϊγουςα τησ f .                          
Να αποδεύξετε ότι                                                                                                            

3 ∙ F(x < 𝐹(2x + 2F  
x

2
  ,∀x > 0 

22.170 Δύνεται η γνηςύωσ φθύνουςα ςυνϊρτηςη 
f ∶ [1 , +∞) → ℝ και ϋςτω F η παρϊγουςα τησ f .                        
Να αποδεύξετε ότι                                                                                                         
(x + 1 ∙ F(x > 𝑥 ∙ 𝐹(1 + F(x2  ,∀x > 1 

22.171 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ και ϋςτω F                                                
η παρϊγουςα τησ f .                                                                                      
Αν η ςυνϊρτηςη F  δεν εύναι 1-1 ,                                                                    
τότε να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  f(x = 0                                        
ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα .  
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την προςπϊθειϊ μασ να 
υπολογύςουμε το εμβαδόν κϊτω 
από καμπύλεσ, φθϊςαμε ςτην 
ϋννοια του οριςμϋνου 
ολοκληρώματοσ. 
Η βαςικότερη εφαρμογό του 
οριςμϋνου ολοκληρώματοσ εύναι ο 
υπολογιςμόσ εμβαδών χωρύων 
που ςχηματύζουν οι γραφικϋσ 
παραςτϊςεισ ςυναρτόςεων. 

 

 

                                          

 

 

                 

 

Α.  Εμβαδό  μεταξύ  𝐂𝐟  και  ϊξονα  x’x 

23.1 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 − 2x + 3 .                                  
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                           
περικλεύεται από την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ                                     
ευθεύεσ   x = 0  και  x = 2  (χολικό     

23.2 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex + 2x .                                  
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                           
περικλεύεται από την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ                                     
ευθεύεσ   x = 1  και  x = 2  .    

23.3 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 − x − 2 .                                  
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                           
περικλεύεται από την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ                                     
ευθεύεσ   x = −2  και  x = 3  .    

23.4 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 4x − x2  .                                             
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                             
περικλεύεται από την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ                                               
ευθεύεσ   x = 1  και  x = 2   

23.5 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 − 2x .                                          
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                            
περικλεύεται από  την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ                                                           
ευθεύεσ   x = 1  και  x = 3   

23.6 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 − 6x + 8 .                                                 
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                        
περικλεύεται  από την Cf    τον ϊξονα  x’x  και τισ                                
ευθεύεσ  x = 1  και  x = 3 . 

 

 

 

 

23.7 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = −x2 + 2x + 3 .                                                
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                            
περικλεύεται από την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ                                              
ευθεύεσ  x = −2  και  x = 4 . 

23.8 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 1 − e−x .                                    
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που             
περικλεύεται από την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ 
ευθεύεσ   x = 0  και  x = 1     

23.9 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = xex . Να βρεύτε             
το εμβαδόν του χωρύου που περικλεύεται                                 
από την Cf   τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ  x = 0                   
και  x = ln2  

23.10 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2ex .Να βρεύτε 
το εμβαδόν του χωρύου που περικλεύεται από την 
Cf   τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ  x = 1  και  x = 3 . 

23.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = e−x ∙ (x + 1  .                   
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                  
περικλεύεται από την Cf  τον ϊξονα x’x  και τισ 
ευθεύεσ  x = −2  και  x = 0 

23.12 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = xlnx . Να βρεύτε             
το εμβαδόν του χωρύου που περικλεύεται από                              
την Cf   τον ϊξονα x’x  και τισ  x = e−1 ,  x = e 

23.13 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =
 x – 1 

x2− 2x + 3
 .                                    

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που             
περικλεύεται  από την Cf  , τον ϊξονα  x’x  και τισ 
ευθεύεσ  x = 0 και  x = 2 . 

23.14 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =
 x – 2 

x
 , x > 0 . 

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που             
περικλεύεται  από την Cf  , τον ϊξονα  x’x  και τισ 
ευθεύεσ  x = 1 και  x = e . 

23.15 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =
 1 – lnx 

x
 , x > 0 . 

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                    
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα  x’x  και τισ 
ευθεύεσ  x = 1 και  x = e . 

 

23. Εμβαδόν  Φωρύου 
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23.16 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = x2 − 2x  .                                                   
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                   
περικλεύεται  από την Cf   και τον ϊξονα  x’x  . 

23.17 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = x2 − 3x  .                                              
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                        
περικλεύεται από την Cf   και τον ϊξονα  x’x                                                          
(χολικό    

23.18 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = 1 − x2   .                                
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                        
περικλεύεται  από την Cf   και τον ϊξονα  x’x  . 

23.19 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = x2 − 3x + 2 .                                 
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                 
περικλεύεται από την Cf   και τον ϊξονα  x’x  . 

23.20 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = x3 − x  .                                 
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που περικλεύεται                                 
από την Cf   και τον ϊξονα  x’x  . 

23.21 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 + x2 − 2x .                         
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                    
περικλεύεται  από την Cf   και τον ϊξονα  x’x 

23.22 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = (x − 3 lnx  .                             
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                    
περικλεύεται από την  Cf   και τον ϊξονα  x’x  . 

23.23 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = (x2 − 4 lnx  .                             
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                    
περικλεύεται από την  Cf   και τον ϊξονα  x’x  . 

23.24 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =   
x2−4

x + 3
  .                                

Να βρεύτε  το εμβαδόν του χωρύου που                                     
περικλεύεται από την Cf   και τον ϊξονα  x’x    

23.25 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =   
x3−x2−4x+4

x + 1
                                 

Να βρεύτε  το εμβαδόν του χωρύου που                                     
περικλεύεται από την Cf   και τον ϊξονα  x’x   . 

23.26 Δύνεται η  f(x =   
x3− 8x2+ 19x − 12

x − 2
  .                                

Να βρεύτε  το εμβαδόν του χωρύου που                                     
περικλεύεται από την Cf   και τον ϊξονα  x’x . 

23.27 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = ex − 1  .                                         
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                           
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα  x’x και                                                          
την ευθεύα  x = 1  . 

 

23.28 Δύνεται η f(x = x x + 1  , x > −1  .                                                   
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                          
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα  x’x και                                                
την ευθεύα  x = 3   

23.29 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 − x  .                                              
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                          
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα  x’x και                                                         
την ευθεύα  x = 2 . 

23.30 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ln2x  , x > 0  .                                        
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                            
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα  x’x και                                                                  
την ευθεύα  x = e .   

23.31 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 
x + 3

x2− 25
                                               

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                          
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα  x’x και                                                         
την ευθεύα  x = 3 . 

23.32 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 
x2+ 4x

x + 1
                                               

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                          
περικλεύεται από την Cf  , τον x’x και την  x = −2 .                                                        

23.33 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = (x − 3 ex .                                              
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                          
περικλεύεται από την Cf  , τουσ ϊξονεσ  x’x και y’y                                                         

23.34 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x + 1 + 
1

x + 1
 .                                                                                                                                                              

α  Να μελετόςετε την f ωσ προσ μονοτονύα                                                                      
και ακρότατα                                                                                                                                                            
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                  
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα  x’x και τισ                                                                   
ευθεύεσ x = 2  και  x = 5. 

23.35 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  
x2

x2− 4
                                                                                                                                                            

α  Να μελετόςετε την f ωσ προσ μονοτονύα                                                                      
και ακρότατα                                                                                                                                                            
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                  
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα  x’x και τισ                                                                   
ευθεύεσ x = −1  και  x = 1. 

23.36 Δύνεται η f(x =  
x ∙ ex  ,         x ≤ 0

x

x2+ 1
 ,         x > 0

   .                                                    

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                              
περικλεύεται  από την Cf  , τον ϊξονα x’x  και                                           
τισ ευθεύεσ  x = −1  ,  x = 1    
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23.37 Δύνεται η f(x =  
3x2   ,         x ≤ 0
e−x − 1 ,   x > 0

   .                                  

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                        
περικλεύεται  από την Cf  , τον ϊξονα x’x  και                                                                     
τισ ευθεύεσ  x = −2  ,  x = 1   . 

23.38 Δύνεται η  f(x =  
−x2 + 2x + 3 ,   x < 2
−x + 5 ,                x ≥ 2

   .                            

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                         
περικλεύεται  από την Cf , τον ϊξονα x’x  και                                          
τισ ευθεύεσ  x = −1  ,  x = 5 . 

23.39 Δύνεται η  f(x =  
−x2 + 3 ,       x < 1

2 x ,                x ≥ 1
   .                                                           

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που περικλεύεται                           
από την Cf , τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ                                                                               
x = −1  ,  x = 2        (χολικό  

23.40 Δύνεται η  f(x =  
−x2 + 4x − 3 ,       x < 2
−2x + 5 ,                x ≥ 2

   .                            

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                         
περικλεύεται  από την Cf , τον ϊξονα x’x  (χολικό  

23.41 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =  x2 − x − 2                                                 
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                    
περικλεύεται  από την Cf , τον ϊξονα x’x  και τισ                                              
ευθεύεσ  x = −2  ,  x = 3         

23.42 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = ex − x − 1  .                                   
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                         
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα  x’x και την                                             
ευθεύα  x = 1   . 

23.43 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = lnx + 1 −  
1

 x 
 .                         

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                 
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα  x’x  και την                                           
ευθεύα  x = 2 . 

23.44 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = ex . Να βρεύτε:                    
α  το εμβαδόν του χωρύου που  περικλεύεται                                           
από την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ  x = 1  και  x = 2                                               
β  την ευθεύα  x = α  η οπούα διαιρεύ το χωρύο αυτό               
ςε δύο ιςοεμβαδικϊ χωρύα  

23.45 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = −x2 + 4x − 3 .                                       
Αν Ε το εμβαδόν του χωρύου που περικλεύεται                                             
από  την Cf  και τον ϊξονα  x’x ,να βρεύτε την τιμό                                           
του  α ∈ (1 , 3  ϋτςι, ώςτε η ευθεύα  x = α  να                                        
χωρύζει το Ε  ςε δύο ιςοεμβαδικϊ χωρύα  

 

 

23.46 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 1 − x2 .                                
Αν Ε το εμβαδόν του χωρύου που περικλεύεται από                                                     
την Cf  και τον ϊξονα  x’x ,να βρεύτε την τιμό του                                        
α ∈ (−1 , 1  ϋτςι, ώςτε η ευθεύα  x = α  να χωρύζει                                            
το Ε ςε δύο ιςοεμβαδικϊ χωρύα 

23.47 Δύνεται η f(x = 
x2+ 4

x2   Να βρεύτε:                    

α  το εμβαδόν του χωρύου που  περικλεύεται                                           
από την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ  x = 2  και  x = 4                                               
β  την ευθεύα  x = α , με 2 < 𝛼 < 4  η οπούα διαιρεύ 
το χωρύο αυτό  ςε δύο ιςοεμβαδικϊ χωρύα 

23.48 Δύνεται η  f(x =  
α + lnx   ,           0 <  x ≤ 1

1 +  x − 1   ,              x > 1
                                               

Να βρεύτε :                                                                                                                       
α   την τιμό του  α  αν η  f  εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                                                                                                                                                                                          
β  το εμβαδόν του χωρύου που περικλεύεται                                                                              

από την  Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ  x =  
1

2
 ,  x = 2                                                

23.49 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = 
1

xlnx
                                     

α  Να υπολογιςτεύ το εμβαδόν Ε(λ  του χωρύου                                      
που περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα  x’x            
και τισ ευθεύεσ  x = e  και  x = λ  με  λ > e                             

β  Να βρεύτε τα   lim
 λ→+∞

Ε(λ   και   lim
 λ→+∞

 
E(λ)

λ
 

23.50 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = 
1

 x 
   ,  x > 0                                 

α  Να υπολογιςτεύ το εμβαδόν Ε(λ  του χωρύου                                      
που περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα  x’x            
και τισ ευθεύεσ  x = 1  και  x = λ  με  λ > 0                             
β  Να βρεύτε την ευθεύα  x = α  η οπούα χωρύζει το      
Ε(λ  ςε δύο ιςοεμβαδικϊ χωρύα                                                            

γ  Να βρεύτε το  lim
 λ→+∞

 
E(λ)

λ
 

23.51  Να βρεθεύ το ελϊχιςτο εμβαδόν Ε(α  του                                                           
χωρύου που περικλεύεται από την                                                                                                        
f(x = x2 − 5x + 7  τον ϊξονα  x’x  και τισ                                                           
ευθεύεσ  x = α  , x = α + 3  

23.52 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = ∫ t ∙ ex−tdt
x

0
                                    

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                 
περικλεύεται από την Cf  , τουσ ϊξονεσ  x’x , y’y                         
και την ευθεύα  x = 1 . 
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 The area of  the region 
delimited by the graph    

Σο εμβαδόν του χωρύου 
που περικλεύεται από την 
γραφικό παρϊςταςη               

  

 

23.53 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex2
  και                                          

ϋςτω F αρχικό τησ  f  ςτο ℝ  με  F(1 = 0                                                       
α  Να μελετόςετε την F  ωσ προσ τη μονοτονύα                                           
β  Να υπολογύςετε το εμβαδόν του χωρύου που                                                 
περικλεύεται από την CF  , τουσ ϊξονεσ  x’x , y’y                         
και την ευθεύα  x = 1 

23.54 Δύνονται οι παραγωγύςιμεσ  f , g ∶ ℝ → ℝ                                

με  f(x > 0  και  F(x = x + eg(x)  , όπου                                                                                                   
F μια αρχικό τησ  f  ςτο ℝ . Αν το εμβαδόν του                                 
χωρύου που περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα x’x                                 
και τισ ευθεύεσ  x = 1  ,  x = 3  εύναι ύςο με 2 τ.μ. ,                                  
να δεύξετε ότι   ξ ∈ (1 , 3 ∶  g ′(ξ = 0  

23.55 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = 
ex

x2  , x > 0 .                                      

Αν Ε(Ω  εύναι το εμβαδόν του χωρύου που                                              
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα x’x  και τισ                                                      
ευθεύεσ  x = 2  ,  x = 3  , να αποδεύξετε ότι :                                                      
e2

4
  < 𝛦(Ω <  

e3

9
                                          

23.56 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ (0 , +∞ → ℝ  με                                                          
f(1 = 5 ,  xf ′(x = 2(1 − f(x)  , x > 0                                                                      

α  Να δεύξετε ότι  f(x = 1 + 
4

x2  , x > 0                                                                                                                                

β  Να υπολογιςτεύ το εμβαδόν Ε(λ  του χωρύου                                      
που περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα  x’x                                                       
και τισ ευθεύεσ  x = 1  και  x = λ  με  0 < 𝜆 ≠ 1                                                                                                                                
γ  Αν λ > 1 και το λ αυξϊνεται με ρυθμό 3 μον/s ,                                    
τότε να βρεύτε τον ρυθμό μεταβολόσ του                                                       
εμβαδού Ε(λ  τη ςτιγμό που εύναι λ = 2  

23.57 Δύνεται η  f(x =  
αx2   ,             x ≤ 3

 1 − e x − 3 
x − 3

   ,   x > 3
      .                                                      

Να βρεύτε :                                                                                                                       
α) την τιμό του  α  αν η  f  εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                                                                
β) την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο                                                    

ςημεύο Α 4 , f(4                                                                                                     

γ) το εμβαδόν του χωρύου που περικλεύεται  από                                               
την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ ευθεύεσ  x = 1 , x = 2                                                                     
( ΘΕΜΑ  2001   

23.58 Αν ιςχύει ότι   
x

2
  <  f(x  <  xf ′(x  ,∀ x > 0                                        

και αν  Ε  το εμβαδόν του χωρύου που                                              
περικλεύεται  από την Cf   τον ϊξονα x’x  και τισ                                          
ευθεύεσ  x = 0  και  x = 1 να δεύξετε ότι                                                                       
 1 

4
< 𝐸 <

 1 

2
f(1)  ( ΘΕΜΑ  2002     

 

23.59  Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = (x − 1 lnx .                                               
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου  που                                       
περικλεύεται από την Cf  ,  τον ϊξονα  x’x και                                                        
την ευθεύα  x = e .             ( ΘΕΜΑ  2012   

23.60  Δύνεται η h(x = x − ln(ex + 1  .                                                             
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου  που                                            
περικλεύεται από την γραφικό παρϊςταςη                                         
τησ φ(x = ex(h(x + ln2  , τον ϊξονα  x’x                                                  
και την ευθεύα x = 1         ( ΘΕΜΑ  2014           

23.61 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x =
 lnx 

x
+ 1 ,                                                 

γνηςύωσ αύξουςα για x < 1  .                                                                                                      
Αν Ε  το εμβαδόν του χωρύου  που περικλεύεται                                               
από την Cf  τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ  x = 1                                      
και  x = x0   με  x0 < 1   να δεύξετε ότι                                                                    

Ε =  
 − x0

2  − 2x0  + 2 

2
                ( ΘΕΜΑ  2016 Ε     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        

 

 

 

03.09.2019 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 154 of 160 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 155 
 

                                                                   

Β.  Εμβαδό  μεταξύ  𝐂𝐟 , 𝐂𝐠 

23.62 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x2 − 4x − 5                                
και  g(x = x + 1 . Να βρεύτε το εμβαδόν του                                      
χωρύου  που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg   και                                    

τισ ευθεύεσ  x = −2  και  x = 2  . 

23.63 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x2 + 2                                
και  g(x = −x2 + 2x . Να βρεύτε το εμβαδόν του                                      
χωρύου  που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg   και                                    

τισ ευθεύεσ  x = 0  και  x = 4   

23.64 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = lnx − 1 και                                            
g(x = 2x + 1 . Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου                                                 
που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg   και τισ                                                                 

ευθεύεσ  x = 1  και  x = e  

23.65 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = ex − 2x − 2                                            
και  g(x = x2 − ex . Να βρεύτε το εμβαδόν του                                        
χωρύου που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg   και τισ                                               

ευθεύεσ  x = −1  και  x = 1   

23.66 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = 
2x

x2+1
  , x ∈ ℝ                                    

και  g(x = 
1

 x 
 , x > 0 Να βρεύτε το εμβαδόν του                               

χωρύου  που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg   και τισ                                        

ευθεύεσ  x = 1  και  x = 2   

23.67 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = lnx και                                                

g(x = 
1 − x

 x 
 . Να βρεύτε το εμβαδόν του                               

χωρύου  που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg   και την                                        

ευθεύα  x = 2   

23.68 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x2 + 4x και                                             
g(x = x + 4 . Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου                                                                                    
που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg    

23.69 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x2 και                                          
g(x = 4x − x2  . Να βρεύτε το εμβαδόν του                                                   
χωρύου περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg .                                                                                    

23.70 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x2 + x και                    
g(x = −x2 + 3x + 4 . Να βρεύτε το εμβαδόν                                               
του χωρύου που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg . 

23.71 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x3 και                                          
g(x = 2x − x2  . Να βρεύτε το εμβαδόν του                                                   
χωρύου περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg . (χολικό  

 

                                                                                   

23.72 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x3 και                                          
g(x = 7x − 6 . Να βρεύτε το εμβαδόν του                                                   
χωρύου περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg . 

23.73 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x3 + x2 + 1                                      
και  g(x = 2x2 + 4x − 3 . Να βρεύτε το εμβαδόν                       
του  χωρύου  που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg  . 

23.74 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = 3x3 − 2x                                      
και  g(x = 2x − x3  . Να βρεύτε το εμβαδόν του                                         
χωρύου  που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg     

23.75 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x3 + 2x                                         
και  g(x = 3x2 . Να βρεύτε το εμβαδόν του                                         
χωρύου που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg  . 

23.76 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x2 − 5x + 1                                         
και  g(x = αx + 1 . Να βρεύτε την τιμό του  α > 0         
για την οπούα το εμβαδόν που περικλεύεται από                  
τισ  Cf  , Cg   να εύναι 36 τ.μ. 

23.77  α  Να δεύξετε ότι   e3x ≥ x + 1  , ∀ x ≥ 0  .                                                                                                                                                                                        
β  Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = ex  και                                              

g(x = e−2x(x + 1) . Να βρεύτε το εμβαδόν του                                      
χωρύου  που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg  ,                                          

τον ϊξονα y’y και την ευθεύα  x = 1   

23.78 α  Αν ιςχύει ότι    lnx ≥ 
α∙(x−1 

x
   ,  ∀ x > 0 ,                                                

να δεύξετε ότι  α = 1                                                                                                                                                                                    
β  Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = x2 ∙ lnx  και                                     
g(x = x2 − x . Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου                                                                                               
που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg  και τισ ευθεύεσ                                                   

x = 1 ,   x = 2    

23.79 Να βρεύτε το εμβαδόν του  χωρύου που                              
περικλεύεται από την γραφικό παρϊςταςη τησ                      
ςυνϊρτηςησ  f(x = 4 − x2   και την ευθεύα                                               
x − y − 2 = 0   (χολικό                                                                                                                  

23.80 Να βρεύτε το εμβαδόν του  χωρύου που                              
περικλεύεται από την γραφικό παρϊςταςη τησ                      

ςυνϊρτηςησ  f(x =  x  και την ευθεύα  x − 2y = 0                                              

23.81 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x =  x − 1                                         

και  g(x = 
x+1

3
 . Να βρεύτε το εμβαδόν του                                         

χωρύου που περικλεύεται από τισ  Cf , Cg   (χολικό  
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23.82 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = ln(1 + x)                                           

και  g(x = x − 
x2

2
  . Να βρεύτε το εμβαδόν του                                

χωρύου που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg  και x = 1   

23.83 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f(x = ex − 1 και                                   
g(x = ln(1 + x). Να βρεύτε το εμβαδόν του                                   
χωρύου που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg  και τισ                                               

ευθεύεσ  x = 0 ,   x = 1    

23.84 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2 − 2x + 2 .                                    
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                         
περικλεύεται από την Cf  , την εφαπτομϋνη τησ                                          
ςτο ςημεύο με τετμημϋνη x = 3 και τον ϊξονα y’y . 

23.85 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = −x2 − 2x + 3                                 
α  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ τησ  Cf                        
ςτο ςημεύο Α(2 ,−5                                                                                       
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                         
περικλεύεται από την Cf  , την εφαπτομϋνη τησ                                          
ςτο ςημεύο Α  και τον ϊξονα y’y 

23.86 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = 
x3+ 2x

x2− x + 1
                               

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου  που                                         
περικλεύεται από την Cf  , την πλϊγια αςύμπτωτό                            
τησ ςτο  +∞  και τισ ευθεύεσ  x = 0 , x = 1         

23.87 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x +  
lnx

x
                               

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου  που                                         
περικλεύεται από την Cf  , την πλϊγια αςύμπτωτό                            
τησ ςτο  +∞ και τισ ευθεύεσ  x = 0 , x = 1         

23.88  Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x −  
lnx

x2  .                                         

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου  που                                         
περικλεύεται από την Cf  , την πλϊγια αςύμπτωτό                            
τησ ςτο  +∞ και την ευθεύα  x = 2 .          

23.89 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = 2ex−1 − x + 1.                                          
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου  που                                                 
περικλεύεται από την Cf  , την πλϊγια αςύμπτωτό                                               
τησ ςτο −∞ , την ευθεύα  x = 1 και τον ϊξονα y’y. 

23.90 Δύνεται η  f(x = 3x +  
1

2x2  . Να βρεύτε :                                                                                                                 

α  τισ αςύμπτωτεσ τησ Cf                                                                                                                                                           
β  το εμβαδόν Ε(α  του χωρύου  που περικλεύεται                                              
από την Cf  , την πλϊγια αςύμπτωτό τησ ςτο  +∞                                                        
και των  ευθειών  x = 1 ,   x = α , α > 1                                                                                                                                    
γ  το όριο   lim

α→+∞
Ε(α                   

         

23.91 α) Να βρεύτε το εμβαδό του χωρύου Ω που 
περικλεύεται από την γραφικό παρϊςταςη τησ                                          

f(x = x + 1 + 
4

(x−1 2 τησ πλϊγιασ αςύμπτωτόσ τησ                              

ςτο +∞ και των ευθειών  x = 3 , x = λ  με  λ > 3 .                                                     
β) Να βρεύτε το όριο   lim

 λ→+∞
Ε(λ    

23.92 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για  

την οπούα ιςχύει   f(x − x + 2 ≤ 
2 x 

x2+ 1
                       

α Να βρεύτε την πλϊγια αςύμπτωτη τησ Cf  ςτο +∞ 
β  Αν Ε το εμβαδόν του χωρύου  που                                         
περικλεύεται από την Cf  , την πλϊγια αςύμπτωτό                            
τησ ςτο  +∞  και τισ ευθεύεσ  x = 0 και  x = 1 , να       
δεύξετε ότι  E ≤ ln2       

23.93 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ f , g  δύο φορϋσ 
παραγωγύςιμεσ ςτο ℝ για τισ οπούεσ ιςχύουν                             
οι ςχϋςεισ :                                                                               
f ′′ (x = g′′ (x + ex   , f ′(0 = g′(0 + 1 και  
f(0 = g(0  . Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου                                                                     
που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg  και την  x = 1                                  

23.94 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x −  
ex

ex +1
           

α Να βρεύτε την πλϊγια αςύμπτωτη τησ Cf  ςτο +∞ 
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου  που                                         
περικλεύεται από την Cf  , την πλϊγια αςύμπτωτό                            
τησ και τισ ευθεύεσ  x = 1 , x = λ  , με λ > 1                         

γ  Να υπολογύςετε το όριο  lim
 λ→+∞

 
E(λ)

λ
  

23.95 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x ∙ e−x2
                                                                                                                                                                           

α  Να μελετόςετε την f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                
και τα ςημεύα καμπόσ                                                                                                
β  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf                   
ςτο ςημεύο με τετμημϋνη x = 0                                                                             
γ  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                    
περικλεύεται από την  Cf  , την εφαπτομϋνη και                                               
των ευθειών  x = −1  και  x = 1   

23.96 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = x + 
lnx

x
                   

α  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf                   
ςτο ςημεύο με τετμημϋνη  x = 1                                      
β  Να μελετόςετε την f  ωσ προσ την κυρτότητα        

γ  Να δεύξετε ότι  2x − 1 ≥ 
lnx

x
  +x  , ∀x ∈ [1 , e]       

δ  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                    
περικλεύεται από την  Cf  , την εφαπτομϋνη  και την  
ευθεύα  x = e .                  
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23.97 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = lnx − x4                                                                                                                                  
α  Να μελετόςετε την f  ωσ προσ την κυρτότητα                                                 
και τα ςημεύα καμπόσ                                                                                                     
β  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf                                       
ςτο ςημεύο με τετμημϋνη x = 1                                                                                 
γ  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                        
περικλεύεται από την  Cf  , την εφαπτομϋνη και                                                  
των ευθειών  x = 1  και  x = 2   

23.98 Έςτω F , G οι αρχικϋσ των  f , g αντύςτοιχα,                              
για τισ οπούεσ ιςχύει  F(x − G(x = x2 − 4x + 4                                       
και  F(2 = G(2 = 0 . Να βρεύτε το εμβαδόν του                                
χωρύου που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg  και x = 0   

23.99 Σο χωρύο που περικλεύεται από την γραφικό                         
παρϊςταςη τησ  f(x = x2 + 1 και την ευθεύα                                
y = 5    χωρύζεται από την ευθεύα                                                            
y = α2 + 1 ,α > 0 ςε δύο ιςοεμβαδικϊ χωρύα.                              
Να βρεύτε το α .             (χολικό  

23.100 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ                                                                                 

f(x = ln(2x − 1) ,  g(x = e2x−2 − 1                                                                            
α  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ κοινόσ εφαπτομϋνησ                                                              
των  Cf  , Cg  ςτο κοινό τουσ ςημεύο Α(1 , 0                                                       

β  Να μελετόςετε τισ  f , g  ωσ προσ την κυρτότητα                                                                                                                                                      
γ  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                     
περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg  και x = 2    

23.101 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x = eλx ,  λ > 0 .                                                                                                                                  
α  Να δεύξετε ότι η f εύναι γνηςύωσ αύξουςα                                                                                                                                           
β  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ                                              
τησ Cf  , η οπούα διϋρχεται από την αρχό των                                          
αξόνων , εύναι η  y = λe ∙ x . Βρεύτε τισ                                            
ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου επαφόσ  Μ.                                                                                                                                
γ  Να δεύξετε ότι το εμβαδόν Ε(λ  του χωρύου ,                                          
το οπούο περικλεύεται από την Cf  , τησ                                             
εφαπτομϋνησ τησ ςτο ςημεύο Μ και του                                                                 

ϊξονα  y’y , εύναι  Ε(λ) =   
  e – 2 

2λ
                                                                                                                       

δ  Να βρεύτε το όριο lim
λ→+∞

 
λ2 ∙ Ε(λ 

2+ημλ
                                                                                      

( ΘΕΜΑ  2005 ) 

23.102 Δύνεται η   f(x = x3 − 3x − 2ημ2θ  ,                                               

 θ ≠ κπ +
 π 

2
  μια ςταθερϊ. Να βρεύτε το εμβαδόν                                       

του χωρύου  που περικλεύεται από την  Cf   και                                                                                             
την ευθεύα  y = −2x − 2ημ2θ     ( ΘΕΜΑ  2007    

    

 

 

23.103 Δύνεται η  f(x =  
 x43

  , x ∈ [−1 , 0)

ex ∙ ημx  , x ∈ [0 ,π]
   .                                                        

Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου                                                                     

που περικλεύεται από τισ  Cf  , Cg   με  g(x = e5x                                           

τον ϊξονα y’y και την ευθεύα  x = π                                                                                   
( ΘΕΜΑ  2017 ) 

23.104 Δύνεται η ςυνϊρτηςη                                                                  
 f(x = (x − 1 ∙ ln(x2 − 2x + 2 − x + 2. Να βρεύτε 
το εμβαδόν του χωρύου που  περικλεύεται από                                                  
την  Cf  , την ευθεύα  y = −x + 2 και των ευθειών                                                
x = 1  και  x = 2       ( ΘΕΜΑ  2019 )        

 

Γ.  Εμβαδό  μεταξύ  𝐂𝐟 ,𝐂𝐠 ,𝐂𝐡 

23.105 Δύνεται ςυνϊρτηςη f(x = ex . Να βρεύτε το                              
εμβαδόν του χωρύου που περικλεύεται από την Cf ,                                                                 
τον ϊξονα x’x  , την εφαπτομϋνη ευθεύα  ε τησ  Cf                                                       
που διϋρχεται από την αρχό των αξόνων και                                       
την ευθεύα  x = −1  .  

23.106 Δύνεται ςυνϊρτηςη f(x = ex . Να βρεύτε το                                                           
εμβαδόν του χωρύου που περικλεύεται από την Cf ,                                                    
τον ϊξονα x’x  , την εφαπτομϋνη ευθεύα  ε τησ  Cf                                                 
ςτο ςημεύο τησ Α(1 , e) και την ευθεύα  x = −1  . 

23.107 Δύνεται ςυνϊρτηςη f(x = −x2 − x + 2  .                                                                                                                                                                         
α  Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο  x = −1                                                                                                                                                               
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                      
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα x’x                                                                       
και την εφαπτομϋνη . 

23.108 Δύνεται ςυνϊρτηςη f(x = 3x2  .                                                                                                                                                                         
α  Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο  x = 1                                                                                                                                                               
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                          
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα x’x  και την                                       
εφαπτομϋνη (χολικό  

23.109 Δύνεται ςυνϊρτηςη f(x = −x2 + 3x  .                                                                                                                                                                         
α  Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο  x = 1                                                                                                                                                               
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                  
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα x’x  και την                                 
εφαπτομϋνη 

23.110 Δύνεται ςυνϊρτηςη f(x = x2 − 6x + 5                                                                                                                                                                                                        
α  Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf   που εύναι                                    
παρϊλληλη ςτην ευθεύα  ζ : x −2y + 2020 = 0 .                                                                  
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                         
περικλεύεται από την  Cf  , τον ϊξονα x’x  ,                                                              
την εφαπτομϋνη και τον ϊξονα  y’y. 
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23.111 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f(x = ex  και (ε   η                                     
εφαπτομϋνη τησ Cf   που διϋρχεται από το Ο(0 , 0 .                             
Να βρεύτε το  εμβαδόν του χωρύου που                                             
περικλεύεται από την  Cf   , τον ϊξονα x’x  , την (ε                                             
και την  ευθεύα  x = −1  . 

23.112 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f(x = x2 − 4x.                                      
Να βρεύτε:                                                                                                                
α  τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων ςτα ςημεύα                                     
που η Cf   τϋμνει τον  ϊξονα x’x                                                                                                
β  το εμβαδόν του χωρύου που  περικλεύεται από                                     
την  Cf   και τισ δύο εφαπτόμενεσ                                                               

23.113 α) Να βρεύτε το εμβαδό Ε(λ  του χωρύου Ω                                      
που περικλεύεται από τισ γραφικϋσ παραςτϊςεισ                                          

των ςυναρτόςεων  f(x = 
ex

x
  , g(x = lnx ,                                                                                                        

τον ϊξονα x’x και την ευθεύα  x = λ , λ > 𝑒                                                       
β  Να βρεύτε το lim

λ→+∞
Ε(λ   (χολικό                         

23.114 Δύνεται η παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ  για                                          
την οπούα ιςχύει  f ′(x − 2 = 4x − 8 , f(1 = 2                                       
α  Να αποδεύξετε ότι   f(x = 2x2                                                                             
β  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτόμενησ τησ Cf                                     
ςτο ςημεύο με τετμημϋνη x = 1                                                                                                
γ  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                
περικλεύεται από την Cf  , τον ϊξονα x’x  και                                      
την εφαπτομϋνη . 

23.115 Δύνεται η  f(x = x2 + x + α   ,  α ∈ ℝ .                                                                                                                       
Αν η εφαπτομϋνη (ε  τησ Cf  ςτο ςημεύο τομόσ τησ                                          
με την ευθεύα  x = 2 τϋμνει τον ϊξονα y’y                                                                          
ςτο y0 = −3 , τότε  να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                     
α) το α και την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ (ε                                                                                                                     
β) το εμβαδόν του χωρύου  που περικλεύεται                                            
μεταξύ τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ f  ,                                                                       
τησ εφαπτομϋνησ (ε    , του ϊξονα x’x  και τησ                                                

ευθεύασ  x = 
3

5
                   ( ΘΕΜΑ  2006 Ε     

23.116 Δύνεται η  f(x = −ημx , x ∈ [0 ,π]  και δύο                    

εφαπτόμενεσ που ϊγονται από το Α  
π

2
 ,−

π

2
                                                

ϋχουν εξιςώςεισ  ε1: y = x  και  ε2:  y = x − π .                                           
Αφού ςχεδιϊςετε την Cf  και τισ εφαπτόμενεσ ,                                                   

να αποδεύξετε ότι  
Ε1

Ε2
=

π2

8
− 1 ,  όπου Ε1 το                                  

εμβαδόν του χωρύου που περικλεύεται από                                 
την  Cf   και τισ ευθεύεσ  ε1 , ε2   και  Ε2 το  εμβαδόν                          
του χωρύου που περικλεύεται από την  Cf  και                                  
του ϊξονα x’x                ( ΘΕΜΑ  2017  )   

 

Δ.  Εμβαδό  και  Αντύςτροφη                                                
υνϊρτηςη 

23.117 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = x3 + x + 1  .                                                                                                                                                        
α  Να δεύξετε ότι η f εύναι 1-1 .                                                                                                                                                                                                                
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                   
περικλεύεται από την Cf−1  , τον ϊξονα x’x  και                                 
τισ ευθεύεσ   x = 1 , x = 3  .                                                               

23.118 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = x5 + 2x − 3  .                                                                                                                                                        
α  Να δεύξετε ότι η f εύναι 1-1 .                                                                                                                                                                                                                
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                    
περικλεύεται από την Cf−1  , την ευθεύα x = −6                                                  
και τουσ ϊξονεσ x’x  και y’y     

23.119 Δύνεται η f(x = x3 − 6x2 + 12x − 6 .                                                                                                                                                      
α  Να δεύξετε ότι η f εύναι 1-1 .                                                                                                                                                                                             
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                            
περικλεύεται από τισ   Cf  , Cf−1  

23.120 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 + 
 3 

4
  x                                                                                                                                                     

α  Να δεύξετε ότι η f εύναι 1-1 .                                                                                                                                                                                             
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                              
περικλεύεται από τισ   Cf  , Cf−1  

23.121 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x2007 + x − 1 .                                                                                                                                                      
α  Να δεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται .                                                                                                                                                                                             
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                        
περικλεύεται από τισ   Cf  , Cf−1  και τισ                                                        
ευθεύεσ  x = −1 , x = 1 

23.122 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x3 − 3x2 + 3x                                                                                                                                                     
α  Να δεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται .                                                                                                                                      
β  Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα τησ  Cf  με την                                         
διχοτόμοσ τησ πρώτησ γωνύασ των αξόνων                                                                                                                                                                                            
γ  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                
περικλεύεται από τισ   Cf  , Cf−1  

23.123 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = ex + x − 1 .                                                                                                                                                                       
α  Να δεύξετε ότι η f εύναι 1-1 .                                                                                                                                                                                                  
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                               
περικλεύεται από την Cf−1  , τον ϊξονα x’x                                                               
και τισ ευθεύεσ x = 0 , x = e  . 

23.124 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x = x − 1 + lnx   .                                                                                                                                                                                      
α  Να δεύξετε ότι η f εύναι 1-1 .                                                                                                                                                                                                      
β  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                          
περικλεύεται από την  Cf−1  , τον ϊξονα x’x                                                
και τισ ευθεύεσ  x = 0  ,  x = e    
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23.125 Να δειχθεύ ότι η   f(x = ln(x + 1 + x                                                                         
αντιςτρϋφεται και να βρεθεύ το εμβαδόν του                                            
χωρύου που περικλεύεται από Cf−1  , τον ϊξονα x’x                                             
και την ευθεύα  x = e                                                               

23.126 Δύνεται η  f ∶ ℝ → ℝ , παραγωγύςιμη ώςτε                                             
f 3(x + f(x = 2x   ,  x ∈ ℝ  .                                                                                    
α  Να δεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται .                                                                                                                                                                                               
β  Να βρεύτε την αντύςτροφη .                                                                                                                                                                                                   
γ  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                      
περικλεύεται από την Cf    , την ευθεύα  x = 1                                                      
και τουσ ϊξονεσ  x’x  και y’y  . 

23.127 Δύνεται η  f ∶ ℝ → ℝ , παραγωγύςιμη ώςτε                     
f 3(x + f(x = x + 2   ,  x ∈ ℝ                                                                                                    
α  Να δεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται   .                                                                                                                                                                                               
β  Να βρεύτε την αντύςτροφη .                                                                                                                                                                                                   
γ  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                                             
περικλεύεται από την Cf   και τουσ ϊξονεσ                                                      
x’x  και y’y  .  

23.128 Δύνεται η f(x = x2 + 2x  , x ≥ −1   .                                                                                                                                                       
α  Να δεύξετε ότι η f  εύναι 1-1 και να βρεύτε την                                      
αντύςτροφό τησ                                                                                                                                  
β  Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των γραφικών                               
παραςτϊςεων  f  ,  f−1                                                                                                                   
γ  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                               
περικλεύεται από τισ γραφικϋσ παραςτϊςεισ                                              
των  f , f−1 

23.129 Δύνεται η  f(x = x2 − 2x + 2  , x ≥ 1   .                                                                                                                                                       
α  Να δεύξετε ότι η f  εύναι 1-1 και να βρεύτε την                                    
αντύςτροφό τησ                                                                                                                                  
β  Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των γραφικών                
παραςτϊςεων  f  ,  f−1                                                                                                                   
γ  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                     
περικλεύεται από τισ  Cf  , Cf−1  
 
23.130 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f                                                               
ςτο [0 , 1] για την οπούα ιςχύει                                                                                                
 f 3(x + 2f(x = 3x  , xϵ[0 , 1] .                                                                                                                                                                               
α  Να δεύξετε ότι f(0) = 0 , f(1) = 1 
β  Να βρεύτε την αντύςτροφη ,αν ορύζεται 

γ  Να δεύξετε ότι  ∫ f−1(x dx = 1 −  ∫ f(x dx
1

0

1

0
  

δ  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                       
περικλεύεται από τισ γραφικϋσ παραςτϊςεισ  f ,  f−1                                         
και των ευθειών x = 0 και  x = 1  
 
 
 
 

 
 

23.131 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = ex +  x − 1                                                                                                                                      
α  Να δεύξετε ότι η f αντιςτρϋφεται . 
β  Να βρεύτε το εμβαδό του χωρύου που                                         
περικλεύεται από την γραφικό παρϊςταςη τησ  
f−1  του ϊξονα x’x  και τησ ευθεύασ  x = e .                                                                                                                                                                                                                                            
γ  Αν η f−1 εύναι παραγωγύςιμη να βρεύτε                                                   
την εφαπτομϋνη τησ  f−1 ςτο  x0=0   
 
23.132 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x)= 2ex −  x2 + 1  
α  Να βρεύτε την μονοτονύα τησ f                                                                                                                                                                            
β  Να δεύξετε ότι  f ( [0 , 1]  = [ 3 , 2e] 
γ  Να δεύξετε ότι η f εύναι αντιςτρϋψιμη 
δ  Αν η  f−1 εύναι ςυνεχόσ , να βρεύτε το εμβαδό                                             
του χωρύου Ω που περικλεύεται από την                                                  
γραφικό παρϊςταςη τησ f−1 , τον ϊξονα x’x                                                       
και τισ ευθεύεσ  x = 3 , x = 2e . 

23.133 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  ℝ → ℝ                                                                          
ώςτε να ιςχύει                                                                                             

f(x =   ∫ f(t dt + 20
3

0
  ex−3 −  x2 −  2x , xϵ ℝ                                                                                                                                          

α  Να αποδεύξετε ότι   f(x = 2ex −  x2 − 2x                                                                                                                                                        
β  Να δεύξετε ότι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
γ  Να βρεύτε το πεδύο οριςμού τησ αντύςτροφησ                                                                                                                                          
δ  Να βρεύτε το εμβαδό του χωρύου που                                            
περικλεύεται από την γραφικό παρϊςταςη                                                  
τησ αντύςτροφησ, τον ϊξονα x’x  και τισ                                                              

ευθεύεσ  x = 
2

e2  ,  x = 2 .    

23.134 Δύνεται η  f ∶ ℝ → ℝ  ςυνεχόσ , για την        
οπούα  ιςχύει  f(x = x − 1 − F(x , x ∈ ℝ , όπου                         
F αρχικό τησ  f  ςτο ℝ  με  F(0 = 0                                                
α  Να δεύξετε ότι η f  εύναι παραγωγύςιμη                                
β  Να βρεύτε τον τύπο τησ f                                               
γ  Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που                                     
περικλεύεται από τισ  Cf  , Cf−1     και τισ ευθεύεσ  
x = −1 , x = 0                                           

23.135 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x = x5 + x3 + x  .                                                         
Να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου που περικλεύεται                                
από την Cf−1  , τον ϊξονα x’x και την ευθεύα  x = 3 .                                         
( ΘΕΜΑ  2003   
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23.136 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞ → ℝ                                             
για την οπούα  ιςχύει                                                                      

ef(x)(f 2(x − 2f(x + 3 = x                                                                                                                                                                                                                               
α  Να αποδεύξετε ότι η  f  αντιςτρϋφεται και να                               
βρεύτε την αντύςτροφη τησ .                                                                            
β  Να μελετόςετε την αντύςτροφη ωσ προσ την                            
κυρτότητα .                                                                                                                           
τη ςυνϋχεια  να βρεύτε το εμβαδόν του χωρύου                                    
που περικλεύεται από την  γραφικό παρϊςταςη                        
τησ αντύςτροφησ  , την εφαπτομϋνη τησ                                                  
αντύςτροφησ ςτο ςημεύο που αυτό τϋμνει                                              
τον ϊξονα y’y και την ευθεύα  x = 1                                                          
( ΘΕΜΑ  2014 Ε                    
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